Ńěłűĺ£ 1

Ŋăůŋěň śő śŕĺśłă řěłőňěŋďşěňőľ ńĺšěřăšşřż. Ŕřěęďě ćśěčő şłăęěň śńěďş¿źĺě őůěŋĳ ţőřőÿĺě łŋĺčĺ ŕő šőŕőńőčĺĺ, ţőš£ ĺţ śőďěřęăŋĺě ćżţőďĺš ďăńěłő ğă řăňłĺ ŋăÿěčő łşřśă.

(1) Ă.Š.Ťőňěŋłő, Ď.Ą.Ťşłś, Łşřś čőňőšőŕĺůěśłőľ šőŕőńőčĺĺ - Ň.: Ŋăşłă,

1989. (Ŋăÿěňş čőďőćőňş łşřśş ŕřĺňěřŋő śőőšćěšśšćş¿š ŕěřćżě ďćě čńăćż ¡šőľ łŋĺčĺ.)

(2) Ďę.Ňĺńŋőř Šěőřĺ£ Ňőřśă - Ň.: Ňĺř, 1965. (3) Ďę.Ňĺńŋőř Šěőřěňă őą h-łőąőřďĺğňě - Ň.: Ňĺř, 1969. (4) Ďę.Ňĺńŋőř, Ďę.Śšăÿěř Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺě łńăśśż - Ň.: Ňĺř, 1971.

Šěŕěřĳ ąőńěě ŕřőśšżě łŋĺčĺ:

(5) Ć.Ć.Ŕřăśőńőć Ŋăčń£ďŋă£ šőŕőńőčĺ£ - ŇŰŊŇŐ, 1995. (6) Ć.Ă.Řőţńĺŋ, Ď.Ą.Ťşłś Ŋăůăńĳŋżľ łşřś šőŕőńőčĺĺ. Čěőňěšřĺůěśłĺě

čńăćż - Ň.: Ŋăşłă, 1977. (İšş łŋĺčş őůěŋĳ šřşďŋő ůĺšăšĳ ŕőďř£ď, ŋő őŋă ¡ŋűĺłńőŕěďĺůŋă; ć ŋěľ śőďěřęĺšś£ ŕőůšĺ ćěśĳ ŋşęŋżľ ŋăň ć ¡šőň śěňěśšřě ňăšěřĺăń.)

(7) Ů.Łőśŋ-ěćśłĺ Ŋăůăńĳŋżľ łşřś ăńčěąřăĺůěśłőľ šőŕőńőčĺĺ - Ň.: Ňĺř,

1983.

Ŋăůĺŋă£ łşřś šőŕőńőčĺĺ, łăęďżľ ńěłšőř ďőńęěŋ śłăğăšĳ, ůšő šőŕőńőčĺ£ ĺğşůăěš śćőľśšćă čěőňěšřĺůěśłĺţ ťĺčşř, ŋě ğăćĺś£źĺě őš řăśśšő£ŋĺľ, łřĺćĺğŋ, šő ěśšĳ śćőľśšćă, ŋě ĺğňěŋ£¿źĺěś£ ŕřĺ ŋěŕřěřżćŋżţ ďěťőřňăűĺ£ţ ťĺčşř. Ć łőŋűě ¡šőľ ńěłűĺĺ śšăŋěš £śŋő, ůšő ĺňěěšś£ ŕřĺ ¡šőň ć ćĺďş.

Šőŕőńőčĺ£ - őůěŋĳ łřăśĺćă£ ŋăşłă. Őŋă őśşźěśšćń£ěš ść£ğĳ čěőňěšřĺĺ ś ăńčěąřőľ. Ć ŕőśńěďŋěě ćřěň£ ąőńĳÿĺŋśšćő ŋőćżţ ĺďěľ ć ňăšěňăšĺłě ćőğŋĺłńĺ ć šőŕőńőčĺĺ, ă ğăšěň ążńĺ ŕěřěŋěśěŋż ć ăńčěąřş. Łřăśĺćżě čěőňěšřĺůěśłĺě őąřăğż śšăŋşš ŕőŋ£šŋż ŕőğęě. Ă ŋă ¡šőľ ńěłűĺĺ ŕřĺďěšś£ şśćőĺšĳ ŋěłőšőřőě łőńĺůěśšćő śłşůŋżţ őŕřěďěńěŋĺľ.

Šőŕőńőčĺ£ ĺğşůăěš šőŕőńőčĺůěśłĺě ŕřőśšřăŋśšćă ĺ ŋěŕřěřżćŋżě őšőąřăęěŋĺ£ ňěęďş ŋĺňĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Šőŕőńőčĺůěśłĺň ŕřőśšřăŋśšćőň ŋăğżćă¿š ňŋőęěśšćő

X ś šőŕőńőčĺůěśłőľ śšřşłšşřőľ (šőŕőńőčĺěľ) τ . Šőŕőńőčĺůěśłőľ śšřşłšşřőľ τ ŋăğżćă¿š ŕřĺ ¡šőň ŋěłőšőřőě ňŋőęěśšćő ŕőďňŋőęěśšć X : τ ⊂ 2^X . Ŕőďňŋőęěśšćă X, ćţőď£źĺě ć τ , ŋăğżćă¿š őšłřżšżňĺ. Ŕřĺ ¡šőň ďőńęŋż ćżŕőńŋ£šĳś£ śńěďş¿źĺě śćőľśšćă:

1) őąžěďĺŋěŋĺě ń¿ąőčő ŋăąőřă őšłřżšżţ ňŋőęěśšć őšłřżšő; 2) ŕěřěśěůěŋĺě łőŋěůŋőčő ŋăąőřă őšłřżšżţ ňŋőęěśšć őšłřżšő; 3) ŕşśšőě ňŋőęěśšćő ∅ ĺ ćśě ňŋőęěśšćő X őšłřżšż. Ŕřĺćěďěň ŕřĺňěřż šőŕőńőčĺůěśłĺţ ŕřőśšřăŋśšć.

Ŕřĺňěř 1. τ = 2^X , šő ěśšĳ ń¿ąőě ŕőďňŋőęěśšćő ć X śůĺšăěšś£ őšłřż-

šżň. İšő ¡łćĺćăńěŋšŋő šőňş, ůšő ń¿ąă£ šőůłă x ∈ X £ćń£ěšś£ őšłřżšżň ňŋőęěśšćőň. Šăłă£ šőŕőńőčĺ£ ŋăğżćăěšś£ ďĺśłřěšŋőľ šőŕőńőčĺěľ.

Šőŕőńőčĺ¿ τ ĺŋőčďă şďőąŋő ğăďăćăšĳ ś ŕőňőźĳ¿ ąăğż šőŕőńőčĺĺ. Ąăğőľ šőŕőńőčĺĺ τ = {V_α} ŋăğżćă¿š šăłőě ŕőďňŋőęěśšćő {W_λ} ⊂ τ , ůšő ń¿ąőě őšłřżšőě ňŋőęěśšćő ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ őąžěďĺŋěŋĺě ňŋőęěśšć W_λ ć ŋěłőšőřőň ůĺśńě.

Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ňěšřĺůěśłĺň ŕřőśšřăŋśšćőň ŋăğżćă¿š ňŋőęěśšćő M ś ğăďăŋŋőľ ťşŋłűĺěľ ρ : M × M → R_+, őąńăďă¿źĺňĺ śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ:

1) ρ(x, y) = 0 ⇔ x = 0; 2) ρ(x, y) = ρ(y, x); 3) ρ(x, y) + ρ(y, z) ≥ ρ(x, z). Ŕřĺňěř 2 (šőŕőńőčĺ£ ňěšřĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă). Ć łăůěśšćě

ąăğż šőŕőńőčĺĺ ňěšřĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă M ąěřěň ňŋőęěśšćő ćśěţ ÿă- řőć V_ε = {y ∈ M | ||x − y| < ε}. Ŕřőśšřăŋśšćă R^1 ĺ R^n £ćń£¿šś£ ňěšřĺůěśłĺňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ. Śšăŋďăřšŋżě šőŕőńőčĺĺ ć ¡šĺţ ŕřőśšřăŋśšćăţ őŕřěďěń£¿šś£ łăł šőŕőńőčĺĺ ňěšřĺůěśłĺţ ŕřőśšřăŋśšć.

Ć łăůěśšćě ąăğż šőŕőńőčĺĺ ŕřőśšřăŋśšćă R^n ňőęŋő ćğ£šĳ ÿăřż ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ řăďĺşśăňĺ ĺ ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ űěŋšřőć. Šőŕőńőčĺ£ ŕřĺ ¡šőň ŕőńşůăěšś£ šă ęě śăňă£, ŋő ąăğă, ć őšńĺůĺě őš ŕřěďżďşźěľ, ąşďěš śůěšŋă£.

Şŕřăęŋěŋĺě. Ŕőńşůĺšś£ ńĺ ďřşčă£ šőŕőńőčĺ£, ěśńĺ ćňěśšő ÿăřőć

ąřăšĳ ŕăřăńńěńěŕĺŕěďż?

Ŕřĺňěř 3 (¡łğőšĺůěśłă£ šőŕőńőčĺ£ R^1). Ąşďěň śůĺšăšĳ őšłřż-

šżňĺ ňŋőęěśšćăňĺ ć R^1 ňŋőęěśšćă, łőšőřżě őšłřżšż ć őążůŋőň śňżśńě ĺ, łřőňě šőčő, ŕěřĺőďĺůŋż ś ŕěřĺőďőň 1 (šő ěśšĳ t ∈ U ⇔ t + 1 ∈ U ).

Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćő A ŋăğżćă¿š ğăňłŋşšżň, ěśńĺ ěčő ďőŕőńŋě-

ŋĺě X \ A őšłřżšő.

Őŕřěďěńěŋĺě. Őšőąřăęěŋĺě f : X → Y šőŕőńőčĺůěśłĺţ ŕřőśšřăŋśšć

X ĺ Y ŋăğżćă¿š ŋěŕřěřżćŋżň őšŋőśĺšěńĳŋő ďăŋŋżţ šőŕőńőčĺľ, ěśńĺ ŕőńŋżľ ŕřőőąřăğ ń¿ąőčő őšłřżšőčő ňŋőęěśšćă ć Y őšłřżš.

Ďń£ ŕřőśšřăŋśšćă X ś ďĺśłřěšŋőľ šőŕőńőčĺěľ ń¿ąőě őšőąřăęěŋĺě f : X → Y ŋěŕřěřżćŋő.

Ĺŋďşűĺřőćăŋŋă£ šőŕőńőčĺ£. Ŕşśšĳ Y | šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋ-

śšćő ĺ X ⊂ Y . Šőčďă ŋă ňŋőęěśšćě X ňőęŋő ğăďăšĳ šőŕőńőčĺ¿, śůĺšă£ őšłřżšżňĺ ňŋőęěśšćăňĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ X ś őšłřżšżňĺ ňŋőęěśšćăňĺ ć Y . İšş šőŕőńőčĺ¿ ŋăğżćă¿š ĺŋďşűĺřőćăŋŋőľ.

Ć ąőńěě őąźěľ śĺšşăűĺĺ ĺŋďşűĺřőćăŋŋă£ šőŕőńőčĺ£ őŕřěďěń£ěšś£ śńěďş- ¿źĺň őąřăğőň. Ŕşśšĳ Y | šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő, f : X → Y | ŋěłőšőřőě őšőąřăęěŋĺě. Ĺŋďşűĺřőćăŋŋőľ šőŕőńőčĺěľ ŋă X ŋăğżćă¿š ňŋőęěśšćő ćśěţ ŕőńŋżţ ŕřőőąřăğőć őšłřżšżţ ňŋőęěśšć ć Y . (Ć šăłőň śńşůăě őšőąřăęěŋĺě f ŋěŕřěřżćŋő). Ěśńĺ X ⊂ Y ĺ f | őšőąřăęěŋĺě ćńőęěŋĺ£, šő ňż ŕőńşůăěň ŕřěďżďşźěě őŕřěďěńěŋĺě.

Őšśšşŕńěŋĺě ő řĺśşŋłăţ. Łőčďă řĺśşěšś£ łăłă£-šő łăřšĺŋłă, ŋă-

ŕřĺňěř, łřĺćă£ ŋă ŕńőśłőśšĺ ĺńĺ ŕőćěřţŋőśšĳ ć ŕřőśšřăŋśšćě, šő ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő ŋă ¡šőľ łřĺćőľ ĺńĺ ŕőćěřţŋőśšĺ ąěřěšś£ ĺŋďşűĺřőćăŋŋă£ šőŕőńőčĺ£.

Ğăďăůă. Ŕşśšĳ X = R^1 ś łőőřďĺŋăšőľ t (ŋă R^1 šőŕőńőčĺ£ ŋě ğăďăŋă),

Y = T^2 = S^1 × S^1 ś şčńőćżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ φ, ψ. Ŋă šőřě T^2 ğăďăŋă śšăŋďăřšŋă£ šőŕőńőčĺ£, łőšőřă£ ĺŋďşűĺřşěšś£ ŕřĺ ćńőęěŋĺĺ šőřă ć R^3. Őšőąřăęěŋĺě X → Y ğăďăŋő ťőřňşńăňĺ φ(t) = αt, ψ(t) = βt. Őŕĺśăšĳ ĺŋďşűĺřőćăŋŋş¿ šőŕőńőčĺ¿ ŋă X = R^1 ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš ůĺśěń α ĺ β.

Čőňěőňőřťĺğň. Őšőąřăęěŋĺě f : X → Y ŋăğżćă¿š čőňěőňőřťĺğ-

ňőň, ěśńĺ őŋő ŋěŕřěřżćŋő ĺ őąńăďăěš őąřăšŋżň őšőąřăęěŋĺěň, łőšőřőě šőęě ŋěŕřěřżćŋő.

Šőŕőńőčĺ£ ğăŋĺňăěšś£ ĺğşůěŋĺěň šőŕőńőčĺůěśłĺţ ŕřőśšřăŋśšć ĺ ŋěŕřěřżćŋżţ őšőąřăęěŋĺľ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő čőňěőňőřťĺğňă.

Ŕřĺňěř. Čřăŋĺűă łćăďřăšă ĺ őłřşęŋőśšĳ čőňěőňőřťŋż. Řĺś. 1 ŕőłă-

ğżćăěš, łăł ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ čőňěőňőřťĺğň (šőůłă A ŕěřěţőďĺš ć šőůłş B). Şŕřăęŋěŋĺě. ă) Ďőłăğăšĳ, ůšő őšřěğőł [0,1] ĺ ĺŋšěřćăń (0,1) ć ďĺś-

łřěšŋőľ šőŕőńőčĺĺ čőňěőňőřťŋż.

ą) Ďőłăğăšĳ, ůšő őšřěğőł ĺ ĺŋšěřćăń ć śšăŋďăřšŋőľ šőŕőńőčĺĺ ŋě čő-

ňěőňőřťŋż.

ć) Čőňěőňőřťŋż ńĺ ťĺčşřż, ĺğőąřăęěŋŋżě ŋă řĺś. 2?

Őšďěńĺňőśšĳ. Šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő X ŋăğżćăěšś£ ţăşśďőř-

ťőćżň, ěśńĺ ş ń¿ążţ ďćşţ řăğńĺůŋżţ šőůěł x, y ∈ X ěśšĳ ŋěŕěřěśěłă¿- źĺěś£ őłřěśšŋőśšĺ. (Őłřěśšŋőśšĳ¿ šőůłĺ x ŋăğżćă¿š ń¿ąőě őšłřżšőě ňŋőęěśšćő, śőďěřęăźěě x.)

Ţăşśďőřť (1868{1942) ććěń ăłśĺőňăšĺłş šőŕőńőčĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Šőŕőńőčĺůěśłĺě őŕěřăűĺĺ ŋăď ŕřőśšřăŋśšćăňĺ X ĺ Y .

Ŕř£ňőě ŕřőĺğćěďěŋĺě X ×Y . Ąăğă šőŕőńőčĺĺ ¡šőčő šőŕőńőčĺůěśłőčő

ŕřőśšřăŋśšćă śőśšőĺš ĺğ ŕř£ňżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ őšłřżšżţ ňŋőęěśšć ć X ĺ Y . Ťăłšőřšőŕőńőčĺ£. Ŕşśšĳ ŋă ňŋőęěśšćě X ğăďăŋő őšŋőÿěŋĺě ¡łćĺćă-

ńěŋšŋőśšĺ ∼, šő ěśšĳ ć X × Y ğăďăŋő šăłőě ŕőďňŋőęěśšćő A, ůšő 1) (x, x) ∈ A ŕřĺ ćśěţ x ∈ X; 2) (x, y) ∈ A ⇒ (y, x) ∈ A; 3) (x, y), (x, z) ∈ A ⇒ (y, z) ∈ A. Šőčďă ŋă ňŋőęěśšćě łńăśśőć ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ X/ ∼ šőŕőńőčĺ£ ğăďăěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ňŋőęěśšćő U őšłřżšő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őšłřżš ěčő ŕőńŋżľ ŕřőőąřăğ ŕřĺ łăŋőŋĺůěśłőľ ŕřőěłűĺĺ X → X/ ∼.

Ŕřĺňěř. X = R^1. Őšőąřăęěŋĺě ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ: a ∼ b ⇔ ∃λ ≠ 0 :

a = λb. Ŕřĺ ¡šőň X/ ∼ śőśšőĺš ĺğ ďćşţ šőůěł, őďŋă ĺğ łőšőřżţ £ćń£ěšś£ őšłřżšżň ňŋőęěśšćőň, ă ďřşčă£ | ŋěš.

Ğăďăůă. Ŕşśšĳ X =^{{( ab}_{cd}^{)}} = End(R^2). Őšŋőÿěŋĺě ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ:

A ∼ B ⇔ A = LBL�^1, čďě L | őąřăšĺňă£ ňăšřĺűă. Őŕĺśăšĳ ťăłšőřňŋőęěśšćő X/ ∼ ĺ ťăłšőřšőŕőńőčĺ¿.

Ŋăďśšřőľłă. Ŕşśšĳ X | šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ŋăďśšřőľłă ∑ X őŕřěďěń£ěšś£ łăł ťăłšőřŕřőśšřăŋśšćő X ×I/ ∼, čďě I | őšřěğőł [0,1], ă őšŋőÿěŋĺě ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ śńěďş¿źěě:

ŕřĺ λ ≠ 0, 1 (x, λ) ∼ (y, μ) ⇔ x = y, λ = μ; (x, 1) ∼ (y, 1) ŕřĺ ćśěţ x, y; (x, 0) ∼ (y, 0) ŕřĺ ćśěţ x, y.

Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ňż ąěřěň űĺńĺŋďř X × I ĺ śš£čĺćăěň ć šőůłş łăł ěčő ćěřţŋěě őśŋőćăŋĺě X × {1}, šăł ĺ ěčő ŋĺęŋěě őśŋőćăŋĺě X × {0} (řĺś. 3).

Ŕřĺňěř. Śťěřă S^n ⊂ R^{n+1} ğăďăěšś£ şřăćŋěŋĺěň x^2_1 + . . . + x^2_{n+1} = 1.

Ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ∑ S^n = S^{n+1}, ć šőň ůĺśńě ĺ ďń£ S^0 = {−1, 1}.

Ŕřĺłńěĺćăŋĺě ŕő őšőąřăęěŋĺ¿. Ŕşśšĳ X ĺ Y | šőŕőńőčĺůěśłĺě

ŕřőśšřăŋśšćă, A ⊂ X ĺ φ : A → Y | ŋěŕřěřżćŋőě őšőąřăęěŋĺě. Šőčďă X ∪_φ Y = (X ∪ Y ) / a ∼ φ(a); ĺňěěšś£ ć ćĺďş, ůšő šőůłă a ¡łćĺćăńěŋšŋă šőůłě φ(a), ă šőůłĺ ćŋě A ĺ ćŋě őąřăğă φ ¡łćĺćăńěŋšŋż šőńĳłő śăňĺ śěąě. Ğďěśĳ řăśśňăšřĺćăěšś£ ďĺğž- ¿ŋłšŋőě őąžěďĺŋěŋĺě, šő ěśšĳ őąźĺě šőůłĺ X ĺ Y śůĺšă¿šś£ řăğńĺůŋżňĺ.

Ŕřőśšřăŋśšćő X ∪ Y (őąžěďĺŋěŋĺě ğďěśĳ ć őążůŋőň śňżśńě) ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł X ŕőďłńěěŋŋőě ł Y ŕő šőęďěśšćěŋŋőňş ćńőęěŋĺ¿ X ∩ Y .

Ďęőľŋ X ∗ Y. Ŋăčń£ďŋőě őŕĺśăŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă X ∗ Y śńěďş¿źěě:

ŕřőćőďĺň ćśěćőğňőęŋżě őšřěğłĺ, śőěďĺŋ£¿źĺě šőůłĺ X ś šőůłăňĺ Y , ă ğăšěň ąěřěň őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ ¡šĺţ őšřěğłőć. (Őšřěğłĺ ŋě ďőńęŋż ĺňěšĳ őąźĺţ ćŋşšřěŋŋĺţ šőůěł.) Ŋăŕřĺňěř, S^0 ∗ S^0 = S^1 (řĺś. 4).

Ťőřňăńĳŋőě őŕřěďěńěŋĺě šăłőćő: X ∗ Y = X × [−1, 1] × / ∼, čďě őšŋőÿěŋĺě ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ śńěďş¿źěě:

ŕřĺ λ ≠ 0 ± 1 šőůłă (x, λ, y) ¡łćĺćăńěŋšŋă šőńĳłő śăňă śěąě; (x, −1, y) ∼ (x, −1, y0) ŕřĺ ćśěţ x, y, y0; (x, 1, y) ∼ (x0, 1, y) ŕřĺ ćśěţ x, x0, y. Čőňőšőŕĺ£ őšőąřăęěŋĺľ. Ďćă ŋěŕřěřżćŋżţ őšőąřăęěŋĺ£ f, g : X →

Y ŋăğżćă¿šś£ čőňőšőŕŋżňĺ (őąőğŋăůěŋĺě: f ∼ g), ěśńĺ f ňőęŋő ŋěŕřěřżćŋő ŕřőďěťőřňĺřőćăšĳ ć g ć łńăśśě ŋěŕřěřżćŋżţ őšőąřăęěŋĺľ, šő ěśšĳ śşźěśšćşěš őďŋőŕăřăňěšřĺůěśłőě śěňěľśšćő őšőąřăęěŋĺľ ś ŋăůăńőň f ĺ łőŋűőň g. Ťőřňăńĳŋőě őŕřěďěńěŋĺě śńěďş¿źěě: śşźěśšćşěš šăłőě ŋěŕřěřżćŋőě őšőąřăęěŋĺě F : X × [0, 1] → Y , ůšő F (x, 0) = f(x) ĺ F (x, 1) = g(x). Ŕřĺ ¡šőň łăęďőňş λ ∈ [0, 1] śőőšćěšśšćşěš őšőąřăęěŋĺě f_λ : X → Y , čďě f_λ(x) = F (x, λ). İšĺ őšőąřăęěŋĺ£ ŋěŕřěřżćŋż ĺ őŋĺ ŋěŕřěřżćŋő ğăćĺś£š őš λ.

Šőŕőńőčĺ£ ğăŋĺňăěšś£ ğăďăůăňĺ řăśŕőğŋăćăŋĺ£. Ŋăŕřĺňěř, šřěąşěšś£ ćż£śŋĺšĳ, čőňěőňőřťŋż šőŕőńőčĺůěśłĺě ŕřőśšřăŋśšćă Y ĺ Y 0. Ďń£ ¡šőčő ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ őšőąřăęěŋĺ£ ŋěłőšőřőčő šőŕőńőčĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă X ć Y ĺ ć Y 0 ś šőůŋőśšĳ¿ ďő čőňőšőŕĺĺ. Ŋăŕřĺňěř, X = S^1. Ć šăłőň śńşůăě ŕőńşůăěšś£ ďĺśłřěšŋőě ňŋőęěśšćő łńăśśőć ¡łćĺćăńěŋšŋżţ őšőąřăęěŋĺľ; ěčő ňőęŋő ĺğşůĺšĳ. Ěśńĺ šăłĺě ňŋőęěśšćă ďń£ Y ĺ Y 0 őłăęşšś£ řăğŋżňĺ, šő Y ğăćěďőňő ŋě čőňěőňőřťŋő Y 0.

Ťşŋďăňěŋšăńĳŋă£ čřşŕŕă. Ŕşśšĳ ć šőŕőńőčĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě

Y ćżąřăŋă šőůłă y_0, ă ŋă őłřşęŋőśšĺ S^1 ćżąřăŋă šőůłă ∗. Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő ŋěŕřěřżćŋżţ őšőąřăęěŋĺľ f : S^1 → Y , ŕřĺ łőšőřżţ ∗ → y_0. Ŋă ¡šőň ňŋőęěśšćě ěśšĳ őšŋőÿěŋĺě čőňőšőŕŋőśšĺ (ŕřĺ ¡šőň ć ŕřőűěśśě čőňőšőŕĺĺ ∗ → y_0, šő ěśšĳ F (∗, λ) = y_0 ŕřĺ ćśěţ λ). Ňŋőęěśšćő łńăśśőć ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ŋăğżćă¿š ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ čřşŕŕőľ π_1(Y, y_0). Łăł ŕřăćĺńő, ťşŋďăňěŋšăńĳŋă£ čřşŕŕă řăśśňăšřĺćăěšś£ ńĺÿĳ ďń£ ńĺŋěľŋő ść£ğŋőčő Y . Ğăďăůă. 1) π1(Y, y0) £ćń£ěšś£ čřşŕŕőľ ś ěśšěśšćěŋŋőľ čřşŕŕőćőľ őŕě-

řăűĺěľ.

2) π1(Y, y0) ć ŋěłőšőřőň śňżśńě ŋě ğăćĺśĺš őš y0 ďń£ ńĺŋěľŋő ść£ğŋőčő

ŕřőśšřăŋśšćă Y (šő ěśšĳ čřşŕŕż π_1(Y, y_0) ĺ π_1(Y, y_1) ĺğőňőřťŋż, ţőš£ ĺ ¡šőš ĺğőňőřťĺğň ŋě łăŋőŋĺůěśłĺľ | őŋ ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ŕşšĺ, śőěďĺŋ£- ¿źěčő y_0 ĺ y_1).

3) π1(Y, y0) | šőŕőńőčĺůěśłĺľ ĺŋćăřĺăŋš ŕřőśšřăŋśšćă Y , šő ěśšĳ ŕřĺ

ğăňěŋě Y ŋă čőňěőňőřťŋőě ěňş šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő ťşŋďăňěŋšăńĳŋă£ čřşŕŕă ğăňěŋ£ěšś£ ŋă ĺğőňőřťŋş¿.

Ńěłűĺ£ 2

Ć őŕřěďěńěŋĺĺ ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ čřşŕŕż π_1(X, x_0) ćňěśšő őšőąřăęěŋĺľ S^1 → X ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ őšőąřăęěŋĺ£ őšřěğłă [0,1] ć X, ŕřĺ łőšőřżţ őąă łőŋűă őšřěğłă ŕěřěţőď£š ć őšňěůěŋŋş¿ šőůłş x_0. Šăłĺě őšőąřăęěŋĺ£ ŋăğżćă¿š ŕěšń£ňĺ.

Ŕřőśšřăŋśšćőň ŕěšěńĳ ˙(X, x_0) ŋăğżćă¿š ňŋőęěśšćő ŋěŕřěřżćŋżţ őšőąřăęěŋĺľ (S^1, ∗) → (X, x_0). İńěňěŋšż ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ čřşŕŕż śőőšćěšśšćş¿š łőňŕőŋěŋšăň ńĺŋěľŋőľ ść£ğŋőśšĺ ŕřőśšřăŋśšćă ˙(X, x_0.

Śćőľśšćă ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ čřşŕŕż

(1) Ěśńĺ X čőňěőňőřťŋő X0, šő ňŋőęěśšćă π1(X) ĺ π1(X0) ŋăţőď£šś£

ć ěśšěśšćěŋŋőň ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőň śőőšćěšśšćĺĺ. Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ h : X → X0 | čőňěőňőřťĺğň, x_0 ∈ X | őšňěůěŋŋă£ šőůłă ĺ x0 = h(x_0). Łăęďőľ ŕěšńě φ : (S^1, ∗) → (X, x_0) śőŕőśšăćń£ěň ŕěšń¿ ψ = h∘φ : (S^1, ∗) → (X0, x0).

(2) Čřşŕŕőćă£ śšřşłšşřă. Ŋěťőřňăńĳŋő łőňŕőğĺűĺ£ ďćşţ ŕşšěľ őŕřě-

ďěń£ěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: śŋăůăńă ŕřőţőďĺň ŕěřćżľ ŕşšĳ, ă ŕőšőň ćšőřőľ. Ťőřňăńĳŋőě őŕřěďěńěŋĺě šăłőćő. Ŕşśšĳ φ, ψ : [0, 1] → X, 0, 1 → x_0. Łőňŕőğĺűĺěľ ŕěšěńĳ φ ĺ ψ ŋăğżćă¿š šăłş¿ ŕěšń¿ χ = φψ, ůšő χ(t) = φ(2t) ŕřĺ 0 ≤ t ≤^1_2 , χ(t) = ψ(2t − 1) ŕřĺ^1_2 ≤ t ≤ 1.

Ěśńĺ ŕěšńĺ φ0 ĺ ψ0 čőňőšőŕŋż ŕěšń£ň φ ĺ ψ, šő ŕěšń£ χ0 = ψ0φ0 čőňőšőŕŋă ŕěšńě χ = ψφ.

Ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ (ś šőůŋőśšĳ¿ ďő čőňőšőŕĺĺ) łőňŕőğĺűĺĺ ŕěšěńĳ őůěćĺďŋă.

Ěďĺŋĺůŋżľ ¡ńěňěŋš čřşŕŕż | łńăśś ŕőśšő£ŋŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ S^1 → x_0 ∈ X. Őąřăšŋżľ ¡ńěňěŋš | ŕěšń£, ŕřőţőďĺňă£ ć őąřăšŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ. Čőňőšőŕŋőśšĳ ŕőśšő£ŋŋőňş őšőąřăęěŋĺ¿ ŕěšńĺ, ŕřőľďěŋŋőľ śŋăůăńă ć őďŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ, ă ğăšěň ć őąřăšŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ, ňőęŋő şśšăŋőćĺšĳ, ŕőš£ŋşć ğă šőůłş 1/2 (ć ŕřőűěśśě čőňőšőŕĺĺ ¡šă šőůłă ŋě őą£ğăŋă őšőąřăęăšĳś£ ć őšňěůěŋŋş¿ šőůłş x_0).

Śşźěśšćşěš ńĺ ŕřőśšřăŋśšćő X, ďń£ łőšőřőčő čřşŕŕă π_1(X) ŋě ěďĺŋĺůŋă£ ?

Ŕřĺňěř. π1(S^1) = Z.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőčő şšćěřęďěŋĺ£ őśŋőćăŋő ŋă šőň, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő ŕěšěńĳ ˙(S^1) čőňěőňőřťŋő ŕřőśšřăŋśšćş őšőąřăęěŋĺľ φ : [0, 1] → R^1, ďń£ łőšőřżţ φ(0) = 0 ĺ φ(1) ∈ Z. Őšőąřăęěŋĺě S^1 → S^1 ňż ğăňěŋ£ěň ŋă őšőąřăęěŋĺě [0, 1] → R^1, ŕăřăňěšřĺğőćăć őłřşęŋőśšĳ ĺ ĺśŕőńĳğş£ ńőłăńĳŋş¿ łőőřďĺŋăšş ŋă őłřşęŋőśšĺ | ăřčşňěŋš (ńőłăńĳŋő őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺě ł őšőąřăęěŋĺ¿ α → e^{2πiα}). Ňż ŕőńăčăěň φ(0) = 0, ă ğŋăůěŋĺě φ(1) ďőńęŋő őšńĺůăšĳś£ őš φ(0) ŋă űěńőě ůĺśńő.

Ŕşśšĳ φ(1) = i. Šőčďă ďń£ ń¿ąőľ čőňőšőŕŋőľ ŕěšńĺ ŕőńşůĺň šő ęě śăňőě ůĺśńő i. Ć śăňőň ďěńě, ć ŕřőűěśśě čőňőšőŕĺĺ ůĺśńő i ďőńęŋő ĺğňěŋ£šĳś£ ŋěŕřěřżćŋő, ŋő ůĺśńő i űěńőě, ŕő¡šőňş őŋő ŋě ĺğňěŋ£ěšś£.

Ňŋőęěśšćő ćśěţ ŕěšěńĳ ś őďŋĺň ĺ šěň ęě ĺŋďěłśőň i ńĺŋěľŋő ść£ğŋő, šő ěśšĳ ćśě ŕěšńĺ čőňőšőŕŋż. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ďń£ ťşŋłűĺĺ φ ĺ φ_1 ś ĺŋďěłśőň i ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ ťşŋłűĺ¿ λφ + (1 − λ)φ_1. İšă ťşŋłűĺ£ śőőšćěšśšćşěš ŕěšńě ś ĺŋďěłśőň i. Śěňěľśšćő ťşŋłűĺľ λφ + (1 − λ)φ_1 ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ čőňőšőŕĺ¿, ść£ğżćă¿źş¿ φ ĺ φ_1.

Ğăďăůă. Ćżůĺśńĺšĳ π1(S^n) ŕřĺ n ≥ 2.

Ďń£ řăśŕőğŋăćăŋĺ£ šőŕőńőčĺůěśłĺţ ŕřőśšřăŋśšć X ĺ X0 ňőęŋő ćżąřăšĳ ňőďěńĳŋőě ňŋőęěśšćő A ĺ řăśśňőšřěšĳ ňŋőęěśšćő łńăśśőć őšőąřăęěŋĺľ [A, X] ś šőůŋőśšĳ¿ ďő čőňőšőŕĺĺ. Ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš łőŋłřěšŋőľ ğăďăůĺ ĺŋőčďă ążćăěš şďőąŋő ćżąřăšĳ ć A ŕőďňŋőęěśšćő B ĺ śůĺšăšĳ, ůšő őšőąřăęěŋĺě B → X ťĺłśĺřőćăŋő.

Ŕşśšĳ ťĺłśĺřőćăŋż šőůłĺ a_0 ∈ A ĺ x_0 ∈ X. Ňŋőęěśšćő łńăśśőć čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋżţ őšőąřăęěŋĺľ A → X, ŕěřěćőď£źĺţ a_0 ć x_0, őąőğŋăůă¿š ˝(A, X). Ňŋőęěśšćő ˝(S^n, X) ĺňěěš śŕěűĺăńĳŋőě őąőğŋăůěŋĺě π_n(X).

Ŕőłăęěň, ůšő ŋă ňŋőęěśšćě π_n(X) ňőęŋő ććěśšĺ čřşŕŕőćş¿ śšřşłšşřş. (Čřşŕŕş π_n(X) ŋăğżćă¿š n-ňěřŋőľ čőňőšőŕĺůěśłőľ čřşŕŕőľ ĺńĺ n-ľ čőňőšőŕĺůěśłőľ čřşŕŕőľ.)

Şŕřăęŋěŋĺě. Ŕşśšĳ B^n | n-ňěřŋżľ ďĺśł (ÿăř) ś čřăŋĺűěľ S^n�^1.

Šőčďă B^n/S^n�^1 čőňěőňőřťŋő S^n.

Ŕşśšĳ ğăďăŋż őšőąřăęěŋĺ£ φ, ψ : S^n → X. Šřěąşěšś£ őŕřěďěńĺšĳ ĺţ łőňŕőğĺűĺ¿ ψφ : S^n → X. Řăśśěůěň śťěřş S^n, ğăďăŋŋş¿ şřăćŋěŋĺěň x^2_0 + . . . + x^2_n = 1, ¡łćăšőřĺăńĳŋőľ ŕńőśłőśšĳ¿ x_0 = 0. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő őšňěůěŋŋă£ šőůłă ńěęĺš ć ¡łćăšőřĺăńĳŋőľ ŕńőśłőśšĺ. Őšőąřăęěŋĺě ψφ : S^n → X şśšřőěŋő śńěďş¿źĺň őąřăğőň.

Ŋĺęŋ££ ŕőńőćĺŋă śťěřż ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ďĺśł B^n. Ŕőśńě ťăłšőřĺğăűĺĺ ďĺśłă ŕő ¡łćăšőřĺăńĳŋőľ śťěřě S^n�^1 ŕőńşůăěň śťěřş S^n. İšş śťěřş őšőąřăęăěň ć X ŕő ŕřăćĺńş φ (¡łćăšőřĺăńĳŋă£ śťěřă őšőąřăęăěšś£ ŕřĺ ¡šőň ć őšňěůěŋŋş¿ šőůłş). Ŋă ćěřţŋěľ ŕőńőćĺŋě śťěřż őšőąřăęěŋĺě ğăďăěň ŕő ŕřăćĺńş ψ (řĺś. 1). Ŕőńşůěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě ŋěŕřěřżćŋő, ŕőšőňş ůšő őšőąřăęěŋĺ£ φ, ψ śőčńăśőćăŋż ŋă šőň ňŋőęěśšćě, ŋă łőšőřőň őŋĺ őąă őŕřěďěńěŋż. Ă ĺňěŋŋő, ¡łćăšőřĺăńĳŋş¿ śťěřş S^n�^1 őŋĺ őšőąřăęă¿š ć őšňěůěŋŋş¿ šőůłş.

Řĺś. 1

Ğăďăůă. Ďőłăğăšĳ, ůšő őŕřěďěńěŋŋă£ ćżÿě łőňŕőğĺűĺ£ ŕřěćřăźăěš

π_n(X) ć čřşŕŕş.

Őšőąřăęěŋĺě S^n → X ŋăğżćă¿š n-ňěřŋżň śťěřőĺďőň.

Šěőřěňă. Ŕřĺ n > 1 čřşŕŕă πn(X) łőňňşšăšĺćŋă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřőćěďěň ďń£ ŋăčń£ďŋőśšĺ ŕřĺ n = 2. Ć ¡šőň śńşůăě őšőąřăęěŋĺě ψφ : S^2 → X ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł őšőąřăęěŋĺě B^2 → X, čďě B^2 śőśšőĺš ĺğ ďćşţ ŕőńşďĺśłőć ĺ ŋă őďŋőň ŕőńşďĺśłě ğăďăŋő őšőąřăęěŋĺě φ (řĺś. 2); čřăŋĺűă łăęďőčő ŕőńşďĺśłă őšőąřăęăěšś£ ć őšňěůěŋŋş¿ šőůłş x_0. Ąşďěň ćřăźăšĳ řăğďěń£¿źĺľ ŕőńşďĺśłĺ ďĺăňěšř (řĺś. 3). Ŕőśńě ŕőćőřőšă ŋă π őšőąřăęěŋĺ£ φ ĺ ψ ŕőňěŋ£¿šś£ ňěśšăňĺ. Šăłĺň őąřăğőň, ŕőńşůăěň őďŋőŕăřăňěšřĺůěśłőě śěňěľśšćő őšőąřăęěŋĺľ, ść£ğżćă¿źěě őšőąřăęěŋĺ£ ψφ ĺ φψ.

Ŕřĺ n > 2 ďőłăğăšěńĳśšćő šőůŋő šăłőě ęě.

Ŕőńşůăěň ŋăąőř šőŕőńőčĺůěśłĺţ ĺŋćăřĺăŋšőć π_n(X); ş čőňěőňőřťŋżţ ŕřőśšřăŋśšć čőňőšőŕĺůěśłĺě čřşŕŕż ĺğőňőřťŋż. Ňŋőęěśšćă ˝(A, X) | ąőńěě őąźĺľ ŋăąőř šőŕőńőčĺůěśłĺţ ĺŋćăřĺăŋšőć. Ŋő ěśńĺ ˝(A, X) | ŕřőśšő ňŋőęěśšćő, ąěğ łăłőľ-ńĺąő ăńčěąřăĺůěśłőľ śšřşłšşřż, šő ¡šő őůěŋĳ śńăążľ ĺŋćăřĺăŋš.

Ğăďăůă ŋă ąşďşźěě. Ďń£ łăłĺţ A ŋă ňŋőęěśšćě ˝(A, X) ŕřĺ ń¿ąőň

X ěśšĳ ěśšěśšćěŋŋă£ čřşŕŕőćă£ śšřşłšşřă? (Ůăśšĺůŋżľ őšćěš: ěśńĺ A = ∑ B, šő ˝(A, X) | čřşŕŕă, ă ěśńĺ A = ∑ ∑ C, šő ¡šă čřşŕŕă ăąěńěćă.)

Ňőęŋő ŕřěďž£ćĺšĳ ŋěčőňěőňőřťŋżě šőŕőńőčĺůěśłĺě ŕřőśšřăŋśšćă, łőšőřżě ŋě řăğńĺůă¿šś£ ĺŋćăřĺăŋšăňĺ ˝(X, A) ĺ ˝(A, X). Ćő ňŋőčĺţ śĺšşăűĺ£ţ ŕőńěğŋěě ďřşčőě őšŋőÿěŋĺě ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ: ŋě čőňěőňőřťŋőśšĳ, ă čőňőšőŕĺůěśłş¿ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ.

Řĺś. 2 Řĺś. 3

Őŕřěďěńěŋĺě. Šőŕőńőčĺůěśłĺě ŕřőśšřăŋśšćă X ĺ X0 ŋăğżćă¿š čőňő-

šőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ śşźěśšćş¿š šăłĺě ŋěŕřěřżćŋżě őšőąřăęěŋĺ£ f : X → X0 ĺ g : X0 → X, ůšő ĺţ łőňŕőğĺűĺĺ fg ĺ gf čőňőšőŕŋż šőęďěśšćěŋŋżň őšőąřăęěŋĺ£ň. Őšőąřăęěŋĺ£ f ĺ g ŋăğżćă¿š ŕřĺ ¡šőň čőňőšőŕĺůěśłőľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ¿.

Ŕřĺňěř. Űĺńĺŋďř I × S^1 ĺ őłřşęŋőśšĳ S^1 čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćă-

ńěŋšŋż. Őšőąřăęěŋĺě f : S^1 → I × S^1 ğăďăěšś£ łăł čőňěőňőřťĺğň f : S^1 → {0} × S^1 ⊂ I × S^1, ă őšőąřăęěŋĺě g : I × S^1 → S^1 ğăďăěšś£ łăł łőňŕőğĺűĺ£ ŕřőěłűĺĺ űĺńĺŋďřă ŋă ŋĺęŋěě őśŋőćăŋĺě {0} × S^1 ĺ čőňěőňőřťĺğňă f�1 (řĺś. 4).

Şšćěřęďěŋĺě. Ěśńĺ šőŕőńőčĺůěśłĺě ŕřőśšřăŋśšćă X ĺ X0 čőňőšőŕĺ-

ůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż, šő ĺţ čőňőšőŕĺůěśłĺě čřşŕŕż ĺğőňőřťŋż, ă ňŋőęěśšćă ˝(A, X) ĺ ˝(A, X0) ŋăţőď£šś£ ć ěśšěśšćěŋŋőň ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőň śőőšćěšśšćĺĺ.