çÌÁŒÁ 3.

îÁÞÁÌÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

3.1. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ É ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

æÕÎËÃÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ

f(x) = a_0 + a_1x + a_2x^2 + : : : + a_nx^n;

ÇÄÅ a_0; a_1; a_2; : : :; a_n | ËÁËÉÅ-ÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ŒÓÅ ÍÏÇÕÔ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ ÎÕÌÀ). íÏÖ- ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, É ÍÙ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÅÍ ÎÉÖÅ Œ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÉÐÉ- ÓÙŒÁÎÉÑ ÞÌÅÎÏŒ Ó ÎÕÌÅŒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, Ô. Å. ÅÓÌÉ

a_0 +a_1x+a_2x^2 +: : :+a_n x^n = b_0 +b_1x+b_2x^2 +: : :+b_nx^n ∀x ∈ R;

ÔÏ a_k = b_k ÐÒÉ k = 0; 1; 2; : : :; n.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, Á ÔÁË- ÖÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄ- ÁÌÇÅÂÒÕ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1.8.3). üÔÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ R É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ R[x].

åÓÌÉ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÒÁËÔÏŒÁÔØ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÙ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ K, ÔÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ, ÓÏÓÔÏÑ- ÝÁÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÙ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. îÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ x É x^2 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Z_2 ÏÂÁ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0 ÐÒÉ x = 0 É 1 | ÐÒÉ x = 1. œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ 98

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÉÈ ËÁË ÒÁÚÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. œÙÈÏÄ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K^∞ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ K (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 2.2.6). õÓÌÏŒÉÍ- ÓÑ ÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÕÌÑ, É ÐÕÓÔØ e_k (k = 0; 1; 2; : : :) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, k-Ê ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÅÎ 1, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÒÁŒÎÙ 0. ðÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ e_0; e_1; e_2; : : : ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K^∞.

ðÒÅŒÒÁÔÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K^∞ Œ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÏÐÒÅÄÅÌÉŒ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

e_ke_l = e_{k+l}:

éÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, Á, ÚÎÁÞÉÔ, É ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒ- ÎÏ. üÌÅÍÅÎÔ e_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÅÄÉÎÉÃÅÊ. üÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ K É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ K[x] (ŒÍÅÓÔÏ x ÍÏÖÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÌÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ÂÕËŒÁ).

äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÐÒÉŒÙÞÎÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÕÓÌÏŒÉÍÓÑ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÉÄÁ ae_0 (a ∈ K) ÁÌÇÅÂÒÙ K[x] Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ- ÍÉ ÐÏÌÑ K É, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÜÌÅÍÅÎÔ e_1 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x (ÚÄÅÓØ ÐÒÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÏÌØ ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÂÕËŒÙ x). ôÏÇÄÁ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÊ Œ K[x] ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ e_k = x^k É

(a_0; a_1; a_2; : : :; a_n; 0; : : :) = a_0e_0 + a_1e_1 + a_2e_2 + : : : + a_ne_n = = a_0 + a_1x + a_2x^2 + : : : + a_nx^n:

þÉÓÌÁ a_0; a_1; a_2; : : : ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÚ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ, Á ÅÇÏ ÎÏÍÅÒ | ÓÔÅÐÅÎØÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÁ. óÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ deg f. óÔÅÐÅÎØ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÏÄÎÁËÏ ÉÎÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ ÓÞÉ- ÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ −∞.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

deg(f + g) ⩽ max{deg f; deg g}; (37) deg fg = deg f + deg g: (38) äÏËÁÖÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ

f = a_0 + a_1x + : : : + a_nx^n (a_n ≠ 0); g = b_0 + b_1x + : : : + b_mx^m (b_m ≠ 0):

ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉ f É g ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n + m, Á ÉÍÅÎÎÏ, a_nb_mx^{n+m}, Á ÞÌÅÎÏŒ ÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ŒÏÏÂÝÅ. ôÁË ËÁË Œ ÐÏÌÅ ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ a_nb_m ≠ 0 É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ,

deg fg = n + m = deg f + deg g:

ðÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ K[x] ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ. éÚ ÎÅÇÏ ÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÍÉ Œ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, Ô. Å. ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ K.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ f(x) ÉÌÉ ÐÒÏ- ÓÔÏ f, ÅÓÌÉ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ ÑÓÎÏ, ËÁËÏÊ ÂÕËŒÏÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ĂÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÁÑĄ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. þÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÕÄÏÂÎÅÅ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÔØ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ ÎÅ ÐÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍ, Á ÐÏ ÕÂÙŒÁÀÝÉÍ ÓÔÅÐÅÎÑÍ x:

f = a_0x^n + a_1x^{n−1} + : : : + a_{n−1}x + a_n:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ K ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ (ÓÒ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.9.1). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÓÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ, ÚÁ ÉÓ- ËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÞÁÓÔÉ, ÓŒÑÚÁÎÎÏÊ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (38), ÇÄÅ ÎÕÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ Œ ËÏÌØÃÅ K ÎÅ ÂÙÌÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÅÊ (a_0; a_1; a_2; : : :) É (b_0; b_1; b_2; : : :) Œ ËÏÌØÃÅ K[x] ÅÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (c_0; c_1; c_2; : : :), ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒ- ÍÕÌÁÍ

c_k = k∑ l=0 a_lb_{k−l}:

üÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÆÉÎÉÔÎÙÈ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÎÁÚÙŒÁÅ- ÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÎÁÄ K É ÏÂÏÚÎÁÞÁ- ÅÍÁÑ K[[x]]. åÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÂÙÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ŒÉÄÁ

a_0 + a_1x + a_2x^2 + : : :

áÌÇÅÂÒÁ K[[x]], ËÁË É K[x], ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÎÏ ÄÏËÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÔÏ ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ (ÐÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ!).

ëÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

f = a_0 + a_1x + a_2x^2 + : : : + a_nx^n (39)

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ K ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ K, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏ- ÒÏÊ Œ ÔÏÞËÅ c ∈ K ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁŒÎÏ

f(c) = a_0 + a_1c + a_2c^2 + : : : + a_nc^n:

ôÁË ËÁË ÓÕÍÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÐÒÉŒÏÄÑÔÓÑ Ë ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ŒÉÄÕ (39) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÍÉ ÔÏÌØËÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÅ- ÒÁÃÉÊ Œ K[x], ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙÅ É Œ ÐÏÌÅ K, ÔÏ ÍÙ ÐÒÉÄÅÍ Ë ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ, ÓÄÅÌÁŒ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÕ x = c ÄÏ ÉÌÉ ÐÏÓÌÅ ÜÔÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

(f + g)(c) = f(c) + g(c);

(fg)(c) = f(c)g(c): (–f)(c) = –f(c);

Ô. Å. ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÐÒÉŒÏÄÑÔ Ë ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÐÅÒÁ- ÃÉÑÍ ÎÁÄ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ.

ëÁË ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ, ÒÁÚÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÍÏÇÕÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÀ. ïËÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÐÏÌÅ K ËÏÎÅÞÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ ÐÏÌÅ K ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÒÁÚÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÄ K ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f; g ∈ K[x] ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÀ. ôÏÇÄÁ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ h = f−g ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÕÌÅŒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, Ô. Å. h(c) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ c ∈ K. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ h ≠ 0, É ÐÕÓÔØ

h = a_0 + a_1x + a_2x^2 + : : : + a_{n−1}x^{n−1} (a_{n−1} ≠ 0):

œÏÚØÍÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ x_1; x_2; : : :; x_n ∈ K (ÚÄÅÓØ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÐÏÌÑ K). óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÅÒÎÙÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ

a_0 + a_1x_1 + a_2x^2_1 + : : : + a_{n−1}x^{n−1}_1 = 0; a_0 + a_1x_2 + a_2x^2 + : : : + a_{n−1}x^{n−1}_2 = 0; : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : a_0 + a_1x_n + a_2x^2_n + : : : + a_{n−1}x^{n−1}_n = 0

ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁË (ËŒÁÄÒÁÔÎÕÀ) ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ a_0; a_1; a_2; : : :; a_{n−1}. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÅÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ œÁÎ- ÄÅÒÍÏÎÄÁ V (x_1; x_2; : : :; x_n) (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 2.4.5) É ÐÏÔÏÍÕ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÅŒÏÅ ÒÅÛÅ- ÎÉÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÎÁÛÅÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5. åÓÌÉ ÐÏÌÅ K ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ K ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ (ÎÏ ÓÞÅÔÎÏ), Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ K ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ K ËÏÎÅÞÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÄÏÌÖÎÙ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÀ.

úÁÄÁÞÁ. ôÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ < n, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÅÇÏ Œ ÚÁÄÁÎ- ÎÙÈ (ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ) ÔÏÞËÁÈ x_1; x_2; : : :; x_n ∈ K ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ y_1; y_2; : : :; y_n ∈ K. (œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ n = 2 ÜÔÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÅÊ.) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑ- ÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ x_1; x_2; : : :; x_n É y_1; y_2 : : : ; y_n.

äÅÌÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÓÌÏŒÁ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ K[x], ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ. ïÄÎÁËÏ ŒÏÚ- ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, ÐÏÈÏÖÅÅ ÎÁ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ Œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ f; g ∈ K[x], ÐÒÉÞÅÍ g ≠ 0. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ q É r, ÞÔÏ f = qg + r É ÌÉÂÏ r = 0, ÌÉÂÏ deg r < deg g. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ q É r ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÜÔÉÍÉ ÕÓÌÏ- ŒÉÑÍÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ q É r É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÌÅÎÉ- ÅÍ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ f ÎÁ g. ðÒÉ ÜÔÏÍ q ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÏÌÎÙÍ ÞÁÓÔ- ÎÙÍ, Á r | ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ f ÎÁ g. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ g Œ ÁÌÇÅÂÒÅ K[x] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ r = 0.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. 1) äÏËÁÖÅÍ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ. åÓÌÉ deg f < deg g, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ q = 0; r = f. åÓÌÉ deg f ⩾ deg g, ÔÏ q É r ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÏÊ ĂÄÅÌÅÎÉÑ ÕÇÏÌËÏÍĄ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ f = a_0x^n + a_1x^{n−1} + : : : + a_{n−1}x + a_n; g = b_0x^m + b_1x^{m−1} + : : : + b_{m−1}x + b_m;

ÇÄÅ a_0; b_0 ≠ 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f_1 = f − a^0b_0 x^{n−m}g:

åÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÓÔÅÐÅÎØ f. åÓÌÉ deg f_1 < deg g, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÚÑÔØ q = a^0b_0 x^{n−m}; r = f_1:

œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÓÔÕÐÁÅÍ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ f_1 ÔÁË ÖÅ, ËÁË Ó f. œ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏŒ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ q = c_0x^{n−m} + c_1x^{n−m−1} + : : : + c_{n−m};

ÞÔÏ deg(f − qg) < deg g. üÔÏ É ÂÕÄÅÔ ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ ÏÔ ÄÅ- ÌÅÎÉÑ f ÎÁ g, Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ r = f − qg ÂÕÄÅÔ ÏÓÔÁÔËÏÍ.

2) äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ q É r ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ðÕÓÔØ f = q_1g + r_1 = q_2g + r_2;

ÇÄÅ deg r_1 < deg g É deg r_2 < deg g. ôÏÇÄÁ r_1 − r_2 = (q_2 − q_1)g É, ÅÓÌÉ q_1 ≠ q_2, ÔÏ

deg(r_1 − r_2) = deg(q_2 − q_1) + deg g ⩾ deg g;

ÞÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅŒÅÒÎÏ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, q_1 = q_2 É r_1 = r_2.

ïÓÏÂÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÄŒÕÞÌÅÎ x − c. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÓÔÁÔÏË ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ < 1, Ô. Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÐÏÌÑ K. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÌÅ- ÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÎÁ x − c ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ f(x) = (x − c)q(x) + r (r ∈ K):

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f(c) = r;

Ô. Å. ÏÓÔÁÔÏË ÒÁŒÅÎ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f Œ ÔÏÞËÅ c. üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ âÅÚÕ.

äÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÎÁ x−c ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØ- ÎÏ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÈÅÍÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÓÈÅÍÏÊ çÏÒÎÅÒÁ.

á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ

a_0x^n + a_1x^{n−1} + : : : + a_{n−1}x + a_n = = (x − c)(b_0x^{n−1} + b_1x^{n−2} + : : : + b_{n−2}x + b_{n−1}) + r:

ðÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ x, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒ

a_0 = b_0;

a_1 = b_1 − cb_0; a_2 = b_2 − cb_1; : : : : : : : : : : : : : : a_{n−1} = b_{n−1} − cb_{n−2}; a_n = r − cb_{n−1};

ÏÔËÕÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ b_0; b_1; : : :: : : ; b_{n−1} É r:

b_0 = a_0;

b_1 = a_1 + cb_0; b_2 = a_2 + cb_1; : : : : : : : : : : : : : : b_{n−1} = a_{n−1} + cb_{n−2}; r = a_n + cb_{n−1}:

éÓÈÏÄÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÐÏÌÏ- ÖÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÔÁÂÌÉÃÙ:

a_0 a_1 a_2 : : : a_{n−1} a_n c b_0 b_1 b_2 : : : b_{n−1} r

ëÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó b_1, ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ËÁË ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÌÁ, ÓÔÏÑÝÅÇÏ ÎÁÄ ÎÉÍ, É ÞÉÓÌÁ, ÓÔÏÑ- ÝÅÇÏ ÓÌÅŒÁ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ c.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÄÁÅÔ ÏÞÅÎØ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÞÉÓÌÅ- ÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

ðÒÉÍÅÒ. îÁÊÄÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

f = 2x^6 − 11x^4 − 19x^3 − 7x^2 + 8x + 5 Œ ÔÏÞËÅ x = 3. ðÏ ÓÈÅÍÅ çÏÒÎÅÒÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: 2 0 −11 −19 −7 8 5 3 2 6 7 2 −1 5 20 ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f(3) = 20.

3.2. ïÂÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ üÌÅÍÅÎÔ c ÐÏÌÑ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ K[x] (ÉÌÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ f(x) = 0), ÅÓÌÉ f(c) = 0. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÚÕ (ÓÍ. ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ) ÓÌÅÄÕÅÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 1. üÌÅÍÅÎÔ c ÐÏÌÑ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ K[x] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x − c.

üÔÉÍ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. þÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓ- ÈÏÄÉÔ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÉ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ c_1 | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f. ôÏÇÄÁ f = (x − c_1)f_1 (f_1 ∈ K[x]):

ðÕÓÔØ c_2 | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f_1. ôÏÇÄÁ f_1 = (x − c_2)f_2 (f_2 ∈ K[x]) É, ÚÎÁÞÉÔ, f = (x − c_1)(x − c_2)f_2:

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÔÁË ÄÁÌØÛÅ, ÍÙ Œ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ f Œ ŒÉÄÅ f = (x − c_1)(x − c_2) : : :(x − c_m)g; (40) ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ∈ K[x] ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ. þÉÓÌÁ c_1; c_2; : : :; c_m | ÜÔÏ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ c ∈ K ÉÍÅÅÍ f(c) = (c − c_1)(c − c_2) : : :(c − c_m)g(c)

É, ÔÁË ËÁË g(c) ≠ 0, ÔÏ f(c) = 0, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ c = c_i ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÇÏ i. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÎÅ ÐÒÅŒÏÓ- ÈÏÄÉÔ m (ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ m, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅ ÉÓËÌÀÞÅÎÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ c_1; c_2; : : :; c_m ÅÓÔØ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ); ÎÏ

m = deg f − deg g ⩽ deg f:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÕÖÅ ÂÙÌÁ ÎÁÍÉ ÄÏ- ËÁÚÁÎÁ ÄÒÕÇÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ Œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ 1.1. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÅ ÔÅÏÒÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f É g ÎÁÄ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ K ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÀ, ÔÏ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ K ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ h = f − g, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁŒÏÄÉÔ ÎÁ ÍÙÓÌØ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÒÎÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÅÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ. üÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÄÁÔØ ÔÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ.

ëÏÒÅÎØ c ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ f ÎÅ ÄÅ- ÌÉÔÓÑ ÎÁ (x − c)^2, É ËÒÁÔÎÙÍ | Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ëÒÁÔÎÏ- ÓÔØÀ ËÏÒÎÑ c ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ k, ÞÔÏ f ÄÅÌÉÔ- ÓÑ ÎÁ (x − c)^k. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÒÅÎØ | ÜÔÏ ËÏÒÅÎØ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 1. éÎÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅ- ÅÓÑ ËÏÒÎÅÍ, | ÜÔÏ ËÏÒÅÎØ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 0.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ c | ËÏÒÅÎØ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ k ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

f = (x − c)^kg; (41)

ÇÄÅ g(c) ≠ 0.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. þÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ (Ô. Å. ÓÞÉÔÁÑ ËÁÖÄÙÊ ËÏÒÅÎØ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ËÁËÏ- ŒÁ ÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÓÔØ) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (40), ÏÂSS- ÅÄÉÎÉŒ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ:

f = (x − c_1)^{k1} (x − c_2)^{k2} : : : (x − c_s)^{ks} g (42)

(c_1; c_2; : : :; c_s ÒÁÚÌÉÞÎÙ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ c_1; c_2; : : :; c_s | ÜÔÏ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. äÁÌÅÅ, ŒÙÄÅÌÑÑ Œ (42) ÍÎÏÖÉÔÅÌØ (x − c_i)^{ki} , ÍÙ

ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ

f = (x − c_i)^{ki} h_i; ÇÄÅ h_i(c_i) ≠ 0.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, c_i | ËÏÒÅÎØ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ k_i.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f Ó ÕÞÅÔÏÍ ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ÒÁŒÎÏ

k_1 + k_2 + : : : + k_s = deg f − deg g;

ÏÔËÕÄÁ É ŒÙÔÅËÁÀÔ ŒÓÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. õÓÌÏŒÎÏ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

f = a_0x^n + a_1x^{n−1} + : : : + a_{n−1}x + a_n

ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÔÏ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÏ Œ ŒÉÄÅ

f = a_0(x − c_1)(x − c_2) : : :(x − c_n);

ÇÄÅ c_1; c_2; : : :; c_n | ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏŒÔÏÒÅÎ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ËÁËÏŒÁ ÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÓÔØ. ðÒÉÒÁŒÎÉ- ŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ x Œ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ œÉÅÔÁ:

c_1 + c_2 + : : : + c_n = − a^1a_0 ;

c_1c_2 + c_1c_3 + : : : + c_{n−1}c_n = a^2 a_0 ; : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ∑ i_1¡i_2¡:::¡i_k ci1 ci2 : : : cik = (−1)

k a_k a_0 ;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

c_1c_2 : : :c_n = (−1)^n a^n a_0 : œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ k-Ê ÆÏÒÍÕÌÙ œÉÅÔÁ ÓÔÏÉÔ ÓÕÍÍÁ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ k ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f. ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉ- ÔÅÌÑ (−1)^k ÜÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x^k Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ (x − c_1) × ×(x − c_2) : : :(x − c_n).

ðÒÉÍÅÒ 1. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ËÏÒÎÉ 5-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1

›_k = cos 2ßk5 + i sin 2ßk5 (k = 0; 1; 2; 3; 4) òÉÓ. 12.

(ÒÉÓ. 12) ÓÕÔØ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^5 − 1. ðÏ ÐÅÒŒÏÊ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ œÉÅÔÁ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. ðÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ ÎÕÌÀ ÓÕÍÍÕ ÉÈ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

2 cos 4ß5 + 2 cos 2ß5 + 1 = 0:

ðÕÓÔØ cos 2ß 5 = x; ÔÏÇÄÁ cos 4ß 5 = 2x^2 − 1, ÔÁË ÞÔÏ

4x^2 + 2x − 1 = 0;

ÏÔËÕÄÁ

cos 2ß5 = √ 5 − 1 4 ; cos 4ß 5 = − √ 5 + 1 4 : úÁÄÁÞÁ. ðÕÓÔØ n | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ ÉÚ §1.6 É ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ œÉÅÔÁ, ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ œÉÌØÓÏÎÁ:

(n − 1)! ≡ −1 (mod n):

íÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ (ÉÌÉ ÐÒÉŒÅÄÅÎ- ÎÙÍ), ÅÓÌÉ a_0 = 1. æÏÒÍÕÌÙ œÉÅÔÁ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ŒÙÒÁÚÉÔØ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÙ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ËÏÒÎÉ (ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ ÒÁŒÎÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ).

ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÄÅÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ 4-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ

f = x^4 + a_1x^3 + a_2x^2 + a_3x + a_4;

ÉÍÅÀÝÉÊ ÄŒÕËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ 1 É ÐÒÏÓÔÙÅ ËÏÒÎÉ 2, 3. ðÏ ÆÏÒ- ÍÕÌÁÍ œÉÅÔÁ

−a_1 = 1 + 1 + 2 + 3 = 7;

a_2 = 1 · 1 + 1 · 2 + 1 · 3 + 1 · 2 + 1 · 3 + 2 · 3 = 17; −a_3 = 1 · 1 · 2 + 1 · 1 · 3 + 1 · 2 · 3 + 1 · 2 · 3 = 17;

a_4 = 1 · 1 · 1 · 2 · 3 = 6:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

f = x^4 − 7x^3 + 17x^2 − 17x + 6:

ëÒÁÔÎÏÓÔØ ËÏÒÎÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÔÏÌËÏŒÁÎÁ É ÄÒÕÇÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ ÄÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Œ ÓÌÕÞÁÅ char K = 0. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

éÚ ÐÒÁŒÉÌ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÅÓÔØ ÔÁËÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ R[x] Œ ÓÅÂÑ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ;

2) D(fg) = (Df)g + f(Dg); 3) Dx = 1.

üÔÉ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁ- ÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ K, ËÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÏÊ, ÄÁŒÁÅÍÏÅ Œ ÁÎÁÌÉÚÅ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D : K[x] → K[x], ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ 1){3).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ D | ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ

D1 = D(1 · 1) = (D1) · 1 + 1 · (D1) = D1 + D1;

ÏÔËÕÄÁ D1 = 0. äÏËÁÖÅÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÞÔÏ Dx^n = nx^{n−1}. ðÒÉ n = 1 ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, Á ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ n − 1 Ë n ÄÅÌÁÅÔÓÑ ŒÙËÌÁÄËÏÊ

Dx^n = D(x^{n−1}x) = (Dx^{n−1})x + x^{n−1}(Dx) = = (n − 1)x^{n−2} · x + x^{n−1} = nx^{n−1}:

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁ ÂÁÚÉÓ- ÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ 1; x; x^2; : : :, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÎÁ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K[x].

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D : K[x] → K[x], ÚÁÄÁŒ ÅÇÏ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ D1 = 0; Dx^n = nx^{n−1} (n = 1; 2; : : :);

É ÐÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ 2). œ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÄÌÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. éÍÅÅÍ:

D(x^mx^n) = Dx^{m+n} = (m + n)x^{m+n−1};

(Dx^m)x^n + x^m(Dx^n) = mx^{m−1}x^n + nx^mx^{n−1} = (m + n)x^{m+n−1}:

íÎÏÇÏÞÌÅÎ Df ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÞÅÒÅÚ f^′.

óÄÅÌÁŒ Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ f ∈ K[x] ÚÁÍÅÎÕ x = c + y, ÇÄÅ c ∈ K, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ) ÏÔ y = x − c ÉÌÉ, ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ x − c:

f = b_0 + b_1(x − c) + b_2(x − c)^2 + : : : + b_n(x − c)^n: (43) ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ c | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f, ÔÏ ÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÁ ÎÏÍÅÒÕ ÐÅÒŒÏÇÏ ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ ÎÕÌÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. åÓÌÉ char K = 0, ÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ K[x] ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ x − c ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÙ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

b_k = f^{(k)}(c) k! :

(úÄÅÓØ f^{(k)}, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ k-À ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ f.)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (43) k ÒÁÚ É ÐÏÄÓÔÁŒÉÍ x = c.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

f = f(c) + f^′(c) 1! (x − c) + f^{′′}(c) 2! (x − c)

2 + : : : + f^{(n)}(c) n! (x − c) n: üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ôÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ É ÓÄÅÌÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ char K = 0, ËÒÁÔÎÏÓÔØ ËÏÒÎÑ c ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ K[x] ÒÁŒÎÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÐÏÒÑÄËÕ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ c.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÒÉ ÔÏÍ ÖÅ ÕÓÌÏŒÉÉ ŒÓÑËÉÊ k-ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ (k − 1)-ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÏÊ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. œ ÓÌÕÞÁÅ char K > 0 ËÒÁÔÎÏÓÔØ ËÏÒÎÑ c ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ ÞÉÓÌÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÔÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÅÔ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ. ôÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ n | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÐÅÒŒÁÑ, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ŒÓÅ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^n ∈ Z_n[x], ÉÍÅÀÝÅÇÏ n-ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ 0, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ.

œ ÓÌÕÞÁÅ K = R ÔÅÏÒÅÍÁ 4 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÉÓÔÏÌËÏŒÁÔØ ËÒÁÔ- ÎÏÓÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ËÏÒÎÑ c ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ K[x] ÒÁŒÎÁ k, ÔÏ ŒÂÌÉÚÉ ÔÏÞËÉ c ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ŒÅÄÅÔ ÓÅÂÑ ËÁË b(x − c)^k (b ≠ 0). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÇÒÁÆÉË Œ ÔÏÞ- ËÅ c ÐÒÉ k = 1 ÐÒÏÓÔÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÓØ x, Á ÐÒÉ k > 1 ÉÍÅÅÔ Ó ÎÅÊ ËÁÓÁÎÉÅ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÚÎÁË f(x) ÐÒÉ ÐÒÏÈÏ- ÖÄÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ c ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ k ÍÅÎÑÅÔÓÑ, Á ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ k | ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ (ÓÍ. ÒÉÓ. 13).

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (43), Á, ÚÎÁÞÉÔ, É ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f Œ ÔÏÞËÅ c (Œ ÓÌÕÞÁÅ char K = 0), ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÄÅÌÅÎÉÑÍÉ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ f ÎÁ x − c. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÒÉ ÐÅÒŒÏÍ ÄÅÌÅÎÉÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÓÔÁÔÏË b_0 É ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ

f_1 = b_1 + b_2(x − c) + : : : + b_n(x − c)^n;

ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ f_1 ÎÁ x − c ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÓÔÁÔÏË b_1 É Ô. Ä.

ðÒÉÍÅÒ 3. òÁÚÌÏÖÉÍ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ x−2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

f = x^5 − 5x^4 + 7x^3 − 2x^2 + 4x − 8 ∈ R[x]:

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÅ ÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÎÁ x − 2 ÂÕÄÅÍ ÐÒÏŒÏ- ÄÉÔØ ÐÏ ÓÈÅÍÅ çÏÒÎÅÒÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÔÒÏËÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ËÁÖÄÏÇÏ òÉÓ. 13.

ÄÅÌÅÎÉÑ ËÁË ÓÔÒÏËÕ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑ: 1 −5 7 −2 4 −8 2 1 −3 1 0 4 0 1 −1 −1 −2 0 1 1 1 0 1 3 7 1 5 1 ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

f = 7(x − 2)^3 + 5(x − 2)^4 + (x − 2)^5:

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ 2 | ÔÒÅÈËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ f. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

f^{III}(2) = 3! · 7 = 42; f^{IV}(2) = 4! · 5 = 120; f^V (2) = 5! · 1 = 120:

3.3. ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ

ïÃÅÎËÁ ÓŒÅÒÈÕ ÞÉÓÌÁ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ Œ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ, ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÇÏŒÏÒÉÔ Ï ÎÁÌÉÞÉÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄ- ÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ. é ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ËÏÒÎÅÊ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^2 + 1 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. éÍÅÎÎÏ ÜÔÏ ÏÂÓÔÏÑ- ÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÓÌÕÖÉÌÏ ÐÏŒÏÄÏÍ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÏÌÑ C ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. åÓÌÉ ÂÙ É ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ËÏÒÎÅÊ, ÜÔÏ ÐÒÉŒÅÌÏ ÂÙ Ë ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÅÇÏ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ. ïÄÎÁËÏ, Ë ÓÞÁ- ÓÔØÀ, ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. üÔÏ ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, ËÏÔÏ- ÒÕÀ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. œÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ.

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. ìÀ- ÂÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ŒËÌÀÞÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÔÁË ËÁË ÏÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ËÁË-ÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÌÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÎÉÖÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ.

îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÅÒÅÄ ÔÅÍ ËÁË ÄÁÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ |z| ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z ÅÓÔØ ÄÌÉÎÁ ŒÅËÔÏÒÁ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ |z_1 − z_2| ÅÓÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ, ÉÚÏÂÒÁÖÁ- ÀÝÉÍÉ ÞÉÓÌÁ z_1 É z_2. éÚŒÅÓÔÎÙÅ ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ (ÓÍ. ÒÉÓ. 14 É 15), ÞÔÏ

|z_1 + z_2| ⩽ |z_1| + |z_2|; | |z_1| − |z_2| | ⩽ |z_1 − z_2|:

(òÁŒÅÎÓÔŒÁ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÍÅÓÔÏ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉË ŒÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÏÔÒÅÚÏË.)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z_k (k ∈ N) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ z (ÏÂÏ- ÚÎÁÞÅÎÉÅ: z_k → z), ÅÓÌÉ |z_k − z| → 0.

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ z_k = x_k + y_k i, z = x + yi (x_k; y_k; x; y ∈ R). ôÏÇÄÁ z_k → z ⇐⇒ x_k → x É y_k → y:

òÉÓ. 14. òÉÓ. 15.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÍÅÅÍ (ÓÍ. ÒÉÓ. 16)

òÉÓ. 16.

|z_k − z| = √ |x_k − x|^2 + |y_k − y|^2;

ÔÁË ÞÔÏ x_k → x É y_k → y =⇒ z_k → z:

ïÂÒÁÔÎÁÑ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ

|x_k − x| ⩽ |z_k − z|; |y_k − y| ⩽ |z_k − z|:

ìÅÍÍÁ 2. z_k → z É w_k → w =⇒ z_k + w_k → z + w É z_kw_k → → zw.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ z_k, w_k, z, w Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ:

z_k = x_k + y_k i; w_k = u_k + v_k i; z = x + yi; w = u + vi: ôÏÇÄÁ z_k w_k = (x_ku_k − y_k v_k) + (x_kv_k + y_k u_k)i;

zw = (xu − yv) + (xv + yu)i: ðÏ ÌÅÍÍÅ 1 x_k → x; y_k → y; u_k → u; v_k → v

É ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

x_ku_k − y_k v_k → xu − yv; x_kv_k + y_k u_k → xv + yu; ÎÏ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÒÅÄÅÌÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ z_k + w_k → z + w.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÕÓÔØ z_k → z É f ∈ C [z] | ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. ôÏÇÄÁ f(z_k) → f(z).

(úÄÅÓØ ÍÙ ÄÏÐÕÓËÁÅÍ ŒÏÌØÎÏÓÔØ Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, ÏÂÙÞÎÕÀ Œ ÁÎÁÌÉÚÅ, ËÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÓÁÍÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ.)

ìÅÍÍÁ 3. z_k → z =⇒ |z_k| → |z|.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ | ||z_k | − |z| | | ⩽ |z_k − z|:

ìÅÍÍÁ 4 (Ï ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÉ ÍÏÄÕÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ).

åÓÌÉ |z_k| → ∞ É f ∈ C [z] | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÔÏ |f(z_k)| → ∞.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ

f = a_0z^n + a_1z^{n−1} + : : : + a_{n−1}z + a_n (a_0 ≠ 0); ÔÏÇÄÁ

|f(z_k)| = |z_k|^n | |a0 + a_1 z_k + : : : + a_{n−1} z^{n−1}_k

+ a^nz_{nk} | | ⩾ ⩾ |z_k|^n ( |a_0| −

|a_1| |z_k| − : : : −

|a_{n−1}| |z_k|^{n−1} − |a_n| |z_k|^n ) : œÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÔÏÑÝÅÅ Œ ÓËÏÂËÁÈ, ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë |a_0|. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏ, ŒÓÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ É, ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ, |f(z_k)| ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏÓÔÉ.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÀÞÅŒÏÊ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ìÅÍÍÁ 5 (äÁÌÁÍÂÅÒÁ). ðÕÓÔØ f ∈ C [z] | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ É f(z_0) ≠ 0. ôÏÇÄÁ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë z_0 ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ z, ÞÔÏ |f(z)| < |f(z_0)|.

òÉÓ. 17.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. òÁÚÌÏÖÉÍ f ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ z − z_0 É ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÎÁ f(z_0). õÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÅÒŒÙÈ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÏŒ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ, ÍÏÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÒÁŒÎÙÍÉ ÎÕÌÀ, ÚÁÐÉÛÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Œ ŒÉÄÅ f(z) f(z_0) = 1+c^p(z−z^0) p+c_{p+1}(z−z_0)^{p+1}+: : :+c_n(z−z_0)^n (c_p ≠ 0):

îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ z, ÞÔÏ | | f(z) f(z_0) | | < 1: éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÙÂÉÒÁÔØ z ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÍ Ë z_0, ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÂÕÄÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÓÕÍÍÙ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÞÌÅÎÏŒ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.

âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ z Œ ŒÉÄÅ

z = z_0 + tz_1

(ÓÍ. ÒÉÓ. 17), ÇÄÅ t ∈ (0; 1), Á z_1 | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÀ c_pz^p_1 = −1:

éÍÅÅÍ ÔÏÇÄÁ: f(z) f(z_0) = 1 − t p + t^{p+1}’(t);

ÇÄÅ ’ | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n − p − 1 (Ó ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ). åÓÌÉ C | ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ’, ÔÏ

|’(t)| ⩽ A = (n − p)C

É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, | | | f(z) f(z_0) | | | ⩽ 1 − t^p + At^{p+1} = 1 − t^p(1 − At) < 1

ÐÒÉ t < 1A .

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ô Å Ï Ò Å Í Ù. ðÕÓÔØ f ∈ C [z] | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. ðÏÌÏÖÉÍ M = inf_z |f(z)|:

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z_k, ÞÔÏ |f(z_k)| → M: (44) åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ |z_k| ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁ, ÔÏ ÉÚ ÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏÓÔÉ; ÎÏ ÔÏÇÄÁ Œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 4 ÍÙ ÐÒÉÄÅÍ Œ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó (44).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ C > 0, ÞÔÏ |z_k| ⩽ C ∀k:

ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ z_k Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ: z_k = x_k + y_k i:

ôÏÇÄÁ |x_k| ⩽ |z_k| ⩽ C; |y_k| ⩽ |z_k| ⩽ C:

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÏÌØÃÁÎÏ { œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x_k ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ðÅÒÅÊ- ÄÑ Ë ÜÔÏÊ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÉÚÍÅÎÉŒ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÍÏÖ- ÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x_k → x_0:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÅÒÅÊÄÑ ÅÝÅ ÒÁÚ Ë ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ y_k → y_0:

îÏ ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1 z_k → z_0 = x_0 + y_0i É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, |f(z_k)| → |f(z_0)| = M:

åÓÌÉ M > 0, ÔÏ ÌÅÍÍÁ äÁÌÁÍÂÅÒÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔ ÎÁÓ Œ ÐÒÏÔÉŒÏ- ÒÅÞÉÅ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ M. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, M = 0, Ô. Å. f(z_0) = 0.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. œ ÁÌÇÅÂÒÅ C [x] ŒÓÑËÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ÓÉÌÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (40) ÄÏÌÖÅÎ ÉÍÅÔØ ÎÕÌÅŒÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ, Ô. Å. ÂÙÔØ ÐÒÏ- ÓÔÏ ÞÉÓÌÏÍ.

œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.3 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÓÀÄÁ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. œÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÎÁÄ C ÉÍÅÅÔ n ËÏÒÎÅÊ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ).

3.4. ëÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ

íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÍÏ- ÖÅÔ ÉÍÅÔØ < n (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÉÍÅÔØ) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÎÏ, ËÁË É ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÏÎ ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ n ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ (Ó ÕÞÅ- ÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ). íÎÉÍÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙ- ÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ c | ÍÎÉÍÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ R[x], ÔÏ c ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÔÏÊ ÖÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ É c.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ

f = a_0x^n + a_1x^{n−1} + : : : + a_{n−1}x + a_n (a_0; a_1; : : :; a_n ∈ R):

åÓÌÉ f(c) = 0, ÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÏÌÑ C (ÓÍ. §1.5),

f(c) = a_0c^n + a_1c^{n−1} + : : : + a_{n−1}c + a_n =

= a_0c^n + a_1c^{n−1} + : : : + a_{n−1}c + a_n = f(c) = 0 = 0;

Ô. Å. c | ÔÁËÖÅ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ, ÞÔÏ f^{(k)}(c) = 0 ⇐⇒ f^{(k)}(c) = 0:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ËÏÒÎÅÊ c É c ÏÄÉÎÁËÏŒÙ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. œ ÁÌÇÅÂÒÅ R[x] ŒÓÑËÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ c | ÍÎÉÍÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ, ÔÏ Œ ÓÉÌÕ (5) ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒÅÈÞÌÅÎ

(x − c)(x − c) = x^2 − (c + c)x + cc

ÉÍÅÅÔ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ; ÅÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ, ÏÞÅ- ŒÉÄÎÏ, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ

c_1; : : :; c_s; c_{s+1}; : : :; c_{s+t}; c_{s+1}; : : :; c_{s+t}

| ÜÔÏ ŒÓÅ (ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ) ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ R[x], ÐÒÉÞÅÍ

c_1; : : :; c_s ∈ R; c_{s+1}; : : :; c_{s+t} =∈ R:

åÓÌÉ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ËÏÒÎÑ c_i ÒÁŒÎÁ k_i, ÔÏ

f = a_0(x − c_1)^{k1} : : :(x − c_s)^{ks} [(x − c_{s+1})(x − c_{s+1})]^{ks+1} : : :

: : : [(x − c_{s+t})(x − c_{s+t})]^{ks+t} ;

(ÇÄÅ a_0 | ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f). ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏ- ÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ.

ðÒÉÍÅÒ 1.

x^5 − 1 =

= (x − 1) ( x − ( cos 2ß5 + i sin 2ß5 )) ( x − ( cos 2ß5 − i sin 2ß5 )) × × ( x − ( cos 4ß5 + i sin 4ß5 )) ( x − ( cos 4ß5 − i sin 4ß5 )) = = (x − 1) ( x^2 − 2x cos 2ß5 + 1 ) ( x^2 − 2x cos 4ß5 + 1 ) = = (x − 1) ( x^2 − √ 5 − 1 2 x + 1 )( x^2 + √ 5 + 1 2 x + 1 )

(ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 2.1).

ðÒÉÍÅÒ 2. äÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 2.3 ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

f = (x − 2)^3(x^2 + x + 1):

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ R[x] ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ.

œÐÒÏÞÅÍ, ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ É ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, ÔÏ lim x→+∞ f(x) = +∞; lim_{x→−∞} f(x) = −∞

É, ÚÎÁÞÉÔ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ËÁË ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ, ÔÁË É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÎ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ.

ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. œÙÞÉÓÌÑÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ, ÞÔÏ Œ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÔÏÞËÁÈ a É b ÏÎ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÚÎÙÈ ÚÎÁËÏŒ. ïÔÓÀ- ÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Œ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (a; b) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ, Á ÔÏÞÎÅÅ | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÃÅÎÉÔØ ÓÎÉÚÕ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

ðÒÉÍÅÒ 3. äÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

f = x^4 + x^2 − 4x + 1

ÎÁÈÏÄÉÍ

f(0) = 1 > 0; f(1) = −1 < 0; f(2) = 13 > 0:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÉ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ (0,1) É (1,2). îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f(x) > 0 ÐÒÉ x ⩽ 0, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉ x ⩾ 2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÌÅÖÁÔ Œ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (0,2). ïÄÎÁËÏ, ÔÏÞÎÏÅ ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÑÓÎÙÍ, ÔÁË ËÁË Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ (0,1) É (1,2) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÒÉ ËÏÒÎÑ.

óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÍÅÔÏÄÙ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔØ ËÁË ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÔÁË É ÞÉÓÌÏ ÅÇÏ ËÏÒÎÅÊ Œ ÌÀÂÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ïÄÎÁËÏ ÉÈ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÄÏŒÏÌØÎÏ ÂÏÌØÛÉÍÉ ŒÙ- ÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ. íÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÚÄÅÓØ ÏÄÎÕ ÔÅÏÒÅÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÈÏÔÑ É ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÄÁÅÔ ÔÏÞÎÙÊ ÏÔŒÅÔ, ÎÏ ÚÁÔÏ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ŒÙ- ÞÉÓÌÅÎÉÊ. ïÎÁ ÇÏŒÏÒÉÔ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ Ï ÞÉÓÌÅ ŒÓÅÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÎÏ Ï ÞÉÓÌÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ (ÉÌÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ) ËÏÒ- ÎÅÊ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ, ÔÏ ÏÎ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

äÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÏÄÎÏ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ.

ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a_0; a_1; a_2; : : :; a_n:

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÎÁ k-Í ÍÅÓÔÅ Œ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÁ ÚÎÁËÁ, ÅÓÌÉ a_k ≠ 0 É ÚÎÁË a_k ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÅÎ ÚÎÁËÕ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÉÚ ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÝÉÈ ÅÍÕ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. (åÓÌÉ a_k | ÐÅpŒÙÊ ÉÚ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÎÁ k-Í ÍÅÓÔÅ ÐÅpÅÍÅÎÙ ÚÎÁËÁ ÎÅÔ.)

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (äÅËÁÒÔÁ). þÉÓÌÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ (Ó ÕÞÅ- ÔÏÍ ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ R[x] ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÞÉ- ÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎ ÚÎÁËÁ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ É ÓÒÁŒÎÉÍÏ Ó ÎÉÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2; ÅÓÌÉ ÖÅ ŒÓÅ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ) ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙ, ÔÏ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÒÁŒÎÙ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N(f) ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ f É ÞÅÒÅÚ L(f) | ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎ ÚÎÁËÁ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑ- ÀÔÓÑ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ f ÎÁ −1; ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ. ëÒÏ- ÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ 0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ k-ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f, ÔÏ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ f ÎÁ x^k ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÀÔÓÑ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ.

ìÅÍÍÁ 1. N(f) ≡ L(f) (mod 2).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ

f = a_0x^n + a_1x^{n−1} + : : : + a_{n−1}x + a_n (a_0 > 0; a_n ≠ 0):

ôÏÇÄÁ f(0) = a_n É f(x) > 0 ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ x. ëÏÇÄÁ ÍÙ ÄŒÉÇÁÅÍÓÑ ŒÐÒÁŒÏ ÐÏ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÔÏ ÐÒÉ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÉ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÒÎÑ f(x) ÍÅÎÑÅÔ ÓŒÏÊ ÚÎÁË (Á ÐÒÉ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÉ k- ËÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÚÎÁË f(x) ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ (−1)^k, Ô. Å. ËÁË ÂÙ ÍÅÎÑÅÔÓÑ k ÒÁÚ). ðÏÜÔÏÍÕ N(f) ÞÅÔÎÏ, ÅÓÌÉ a_n > 0, É ÎÅÞÅÔÎÏ, ÅÓÌÉ a_n < 0. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ É ÏÂ L(f).

ìÅÍÍÁ 2. N(f) ⩽ N(f^′) + 1.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÏÌÌÑ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÌÅÖÉÔ ËÏÒÅÎØ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÁÖÄÙÊ k-ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ (k − 1)-ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ (ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ 2.4). ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ N(f^′) ⩾ N(f) − 1.

ìÅÍÍÁ 3. L(f^′) ⩽ L(f).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï oÞÅŒÉÄÎÏ.

þÉÓÌÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

f (x) = f(−x):

ìÅÍÍÁ 4. L(f) + L(f) ⩽ n = deg f.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÐÏ- ÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÐÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ±1. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÙ a_0; a_1; : : :; a_n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ. åÓÌÉ ÔÏ- ÇÄÁ ÎÁ k-Í ÍÅÓÔÅ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_0; a_1; : : :; a_n ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÁ ÚÎÁËÁ, ÔÏ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÍÅÓÔÅ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÐÅÒÅÍÅÎÙ ÚÎÁËÁ ÎÅÔ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ L(f) + L(f) = n. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏ- ÇÄÁ ÓÒÅÄÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ a_0; a_1; : : :; a_n ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÕÌÉ, ÐÒÉ ÉÈ ÚÁÍÅÎÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÞÉÓÌÁ L(f) É L(f) ÍÏÇÕÔ ÔÏÌØËÏ ÕŒÅÌÉÞÉÔØÓÑ. ôÁË ËÁË ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÓÔÁÎÅÔ ÒÁŒÎÏÊ n, ÔÏ L(f) + L(f) ⩽ n.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ô Å Ï Ò Å Í Ù. äÏËÁÖÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ N(f) ⩽ L(f) ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ deg f. åÓÌÉ deg f = 0, ÔÏ N(f) = L(f) = 0. ðÕÓÔØ deg f = n > 0. ôÏÇÄÁ deg f^′ = n − 1. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍÍÁÍÉ 2 É 3 É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ:

N(f) ⩽ N(f^′) + 1 ⩽ L(f^′) + 1 ⩽ L(f) + 1:

ïÄÎÁËÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ N(f) = L(f) + 1 ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ŒŒÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, N(f) ⩽ L(f).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÙ. íÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ 0 ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ. éÍÅÅÍ ÔÏÇÄÁ Œ ÓÉÌÕ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É ÌÅÍÍÙ 4:

n = N(f) + N(f) ⩽ L(f) + L(f) ⩽ n;

ÏÔËÕÄÁ N(f) = L(f); N(f) = L(f):

ðÒÉÍÅÒ 4. äÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 3 ÉÍÅÅÍ L(f) = 2, ÔÁË ÞÔÏ N(f) ⩽ 2. îÏ ÍÙ ÕÖÅ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ N(f) ⩾ 2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, N(f) = 2.

ðÒÉÍÅÒ 5. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f = x^2 − x + 1 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÙÈ (É ŒÏÏÂÝÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ) ËÏÒÎÅÊ, ÎÏ L(f) = 2, ÔÁË ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ N(f) < L(f).

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ äÅËÁÒÔÁ Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ

g(x) = f(c + x) = f(c) + f^′(c) 1! x + f^′(c) 2! x

2 + : : : + f^{(n)}(c) n! x n; ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÞÉÓÌÅ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f Œ ÐÒÏ- ÍÅÖÕÔËÅ (c; +∞). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ g ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ, ÔÏ ÏÎ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒ- ÎÅÊ (ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÏÒÅÍÙ äÅËÁÒÔÁ), Á ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ c.

ðÒÉÍÅÒ 6. îÁÊÄÅÍ ÇÒÁÎÉÃÙ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ f = x^5 − 5x^3 − 10x^2 + 2:

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÓÈÅÍÏÊ çÏÒÎÅÒÁ, ŒÙÞÉÓÌÉÍ f(3):

1 0 −5 −10 0 2 3 1 3 4 2 6 20

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ f(3) = 20 > 0. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÙ ÎÅÐÏÌÎÏÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÐÒÉ x = 3 ÔÁËÖÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÙ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 2.3) É, ÚÎÁÞÉÔ, ŒÓÅ ÅÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÅÎØÛÅ 3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

f(x) = −f(−x) = x^5 − 5x^3 + 10x^2 − 2:

œÙÞÉÓÌÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f É ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÐÒÉ x = 1: 1 0 −5 10 0 −2 1 1 1 −4 6 6 4 1 2 −2 4 10 1 3 1 5

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ

f(1) = 4 > 0; f^′(1) = 10 > 0; f^{′′}(1) = 2 · 5 > 0:

úÎÁÞÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÔÁËÖÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÔÁÂÌÉÃÙ ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ f ÍÅÎØÛÅ 1, Á ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÂÏÌØÛÅ −1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅ ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÌÅÖÁÔ Œ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (−1; 3).

úÁÄÁÞÁ. éÓÓÌÅÄÏŒÁŒ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ.

ïÂÒÁÔÉÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ Ë ŒÏÐÒÏÓÕ Ï ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ËÏÒÎÅÊ.

åÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ R[x] ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ, ÔÏ ÜÔÏÔ ËÏÒÅÎØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÎÁÊÄÅÎ Ó ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÔÏÞÎÏÓÔÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ŒÙ- ÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÄÏ- ÂÒÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ. ðÏÑÓÎÉÍ ÜÔÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ.

ðÒÉÍÅÒ 7. ëÁË ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 4), ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 3 ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ Œ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (1,2). îÁÊÄÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ËÏÒÎÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 0,01. íÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ f(1) < 0. œÙÞÉÓÌÑÑ f(x) ÐÒÉ x = 1;1, 1;2, 1;3, ÍÙ ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁ- ÅÍ, ÞÔÏ f(1;2) < 0; f(1;3) > 0:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÒÅÎØ ÌÅÖÉÔ Œ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (1;2; 1;3). œÙÞÉÓÌÑÑ f(x) ÐÒÉ x = 1;21, 1,22, 1,23, 1,24, 1,25, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ

f(1;24) < 0; f(1;25) > 0:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÓËÏÍÙÊ ËÏÒÅÎØ ÌÅÖÉÔ Œ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (1;24; 1;25).

ëÏÎÅÞÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÒÎÅÊ. ïÎÉ ÐÒÉÍÅÎÉÍÙ Ë ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, Á ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ | É Ë ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ. ïÄÎÁËÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÍÅÔÏÄÏŒ ŒÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÎÁÛÅÇÏ ËÕÒÓÁ: ÏÎÉ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÓËÏ- ÒÅÅ Ë ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÞÅÍ Ë ÁÌÇÅÂÒÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, ÎÏ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÄÁÎÙ ÎÁÍ ÌÉÛØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ, ÈÏÔÑ ÂÙ É Ó ÌÀ- ÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÍÙ Œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÄÏËÁ- ÚÁÔØ ÎÁÌÉÞÉÅ ÜÔÏÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ, ÔÁË ËÁË ÐÒÉ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄ- ÎÏ ÍÁÌÏÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÌÉ- ÂÏ ÒÁÓÓÙÐÁÔØÓÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ËÏÒÎÉ, ÌÉÂÏ ŒÏÏÂÝÅ ÐÅÒÅÓÔÁÔØ ÓÕ-

ÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ. ôÁË, Œ ÓÌÕÞÁÅ ÄŒÕËÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÍÙ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÓÍÏÖÅÍ ÓÄÅÌÁÔØ ŒÙÂÏÒ ÍÅÖÄÕ ÓÉÔÕÁÃÉÑÍÉ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÍÉ ÎÁ ÒÉÓ. 18Á, Á Œ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÅÈËÒÁÔÎÏÇÏ | ÍÅÖÄÕ ÓÉÔÕÁÃÉÑÍÉ, ÉÚÏ- ÂÒÁÖÅÎÎÙÍÉ ÎÁ ÒÉÓ. 18Â.

òÉÓ. 18.

3.5. ôÅÏÒÉÑ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ËÏÌØÃÁÈ

òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ C ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ R ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ É ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÁÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. äÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÄÏÂ- ÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, ÎÏ ÅÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÌÀÂÕÀ ÓÔÅ- ÐÅÎØ. úÁÄÁÞÕ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (ËÏ- ÔÏÒÏÊ ÏÎÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ C ). ïÎÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÐÒÉÇÏÄÎÏÇÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÑ. œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅ- ÎÉÑ. ïÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ | ÆÁËÔ ÛÉÒÏËÏ ÉÚŒÅÓÔ- ÎÙÊ, ÎÏ ÎÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÙÊ Œ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÅ.

äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÏÈŒÁÔÉÔØ ÅÄÉÎÙÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ ÏÂÁ ÓÌÕ- ÞÁÑ, ŒŒÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÝÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ É ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ (ÉÌÉ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ).

ôÁË, ËÏÌØÃÏ ZÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É ËÏÌØÃÏ K[x] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ K ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍÉ ËÏÌØÃÁÍÉ. âÏÌÅÅ ÔÏ- ÇÏ, ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.3).

ðÕÓÔØ A | ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ b ∈ A (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: a . . b) ÉÌÉ, ÉÎÁÞÅ, ÞÔÏ b ÄÅÌÉÔ a (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: b | a), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ q ∈ A, ÞÔÏ a = qb. üÌÅÍÅÎÔÙ a É b ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: a ∼ b), ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ:

1) b | a É a | b;

2) a = cb, ÇÄÅ c | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÔÓÑ ÔÏ ÏÂÝÅÅ, ÞÔÏ ÅÓÔØ Õ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ É ËÏÌØÃÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ | ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ A, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ

N : A \ {0} → Z_+

(ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÎÏÒÍÏÊ), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

1) N(ab) ⩾ N(a), ÐÒÉÞÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔ b ÏÂÒÁÔÉÍ;

2) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ A, ÇÄÅ b ≠ 0, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ q; r ∈ A, ÞÔÏ a = qb + r É ÌÉÂÏ r = 0, ÌÉÂÏ N(r) < N(b).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. õÓÌÏŒÉÅ 2) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ĂÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍĄ. åÇÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ (Ô. Å. ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ- ÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ (q; r)) ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. œÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ 1) ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙŒÅÄÅÎÁ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ b ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ. ôÏÇÄÁ a ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ab. òÁÚÄÅÌÉÍ a ÎÁ ab Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ: a = q(ab) + r:

ôÁË ËÁË r = a(1 − qb), ÔÏ

N(a) ⩽ N(r) < N(ab):

ïÓÎÏŒÎÙÍÉ ÄÌÑ ÎÁÓ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ËÏÌÅÃ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØÃÏ ZÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É ËÏÌØÃÏ K[x] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÏÒÍÙ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÍÏÄÕÌØ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ | ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÄÒÕÇÉÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÌØÃÁ.

ðÒÉÍÅÒ. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ŒÉÄÁ c = a + bi, ÇÄÅ a; b ∈ Z, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÃÅÌÙÍÉ ÇÁÕÓÓÏŒÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. ïÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄ- ËÏÌØÃÏ Œ C , ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅ ÞÅÒÅÚ Z[i]. ëÏÌØÃÏ Z[i] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅŒ-

ËÌÉÄÏŒÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏÒÍÙ

N(c) = |c|^2 = a^2 + b^2:

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ

N(cd) = N(c)N(d)

É, ÐÏÓËÏÌØËÕ N(1) = 1, ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ Z[i] | ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ó ÎÏÒÍÏÊ 1, Ô. Å. ±1 É ±i. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÙ- ÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ 1) Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ËÏÌØÃÁ. äÏËÁÖÅÍ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ. ðÕÓÔØ c; d ∈ Z[i]; d ≠ 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÃÅÌÏÅ ÇÁÕÓÓÏŒÏ ÞÉÓÌÏ q, ÂÌÉÖÁÊÛÅÅ Ë cd . ìÅÇËÏ

ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ | | c d − q | | ⩽ 1√ 2 (ÓÍ. ÒÉÓ. 19). ðÏÌÏÖÉÍ r = c − qd.

ôÏÇÄÁ c = qd + r É

N(r) = |c − qd|^2 = | | c d − q | |^2 |d|_2 ⩽ 1 2 N(d) < N(d):

òÉÓ. 19.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. îÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a É b ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÈ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ÄÅÌÑ- ÝÉÊÓÑ ÎÁ ŒÓÅ ÉÈ ÏÂÝÉÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ. ïÎ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ (a; b) ÉÌÉ îïä(a; b).

îÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔÉ. ïÄÎÁËÏ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ 2 É x Œ ËÏÌØÃÅ Z[x] ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a; b ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ d É ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ŒÉÄÅ d = au + bv, ÇÄÅ u; v | ËÁËÉÅ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. åÓÌÉ b = 0, ÔÏ d = a = a · 1 + b · 0. åÓÌÉ a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b, ÔÏ d = b = a · 0 + b · 1. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÚÄÅÌÉÍ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ a ÎÁ b, ÚÁÔÅÍ b ÎÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÏÓÔÁÔÏË, ÚÁÔÅÍ ÐÅÒŒÙÊ ÏÓÔÁÔÏË ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÏÓÔÁÔÏË É Ô. Ä. ôÁË ËÁË ÎÏÒÍÙ ÏÓÔÁÔËÏŒ ÕÂÙŒÁÀÔ, ÔÏ Œ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏŒ ÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ. ðÏÌÕÞÉÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒ: a = q_1b + r_1; b = q_2r_1 + r_2; r_1 = q_3r_2 + r_3; : : : : : : : : : : : : : r_{n−2} = q_nr_{n−1} + r_n; r_{n−1} = q_{n+1}r_n:

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÏÓÔÁÔÏË r_n É ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØ- ÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a É b.

äŒÉÇÁÑÓØ ÐÏ ŒÙÐÉÓÁÎÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÓÎÉÚÕ ŒŒÅÒÈ, ÐÏ- ÌÕÞÁÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ

r_n | r_{n−1}; r_n | r_{n−2}; : : : ; r_n | r_1; r_n | b; r_n | a: ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, r_n | ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a É b.

äŒÉÇÁÑÓØ ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÃÅÐÏÞËÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ, ÐÏÌÕÞÁ- ÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ r_1 = au_1 + bv_1; r_2 = au_2 + bv_2; r_3 = au_3 + bv_3; : : : : : : : : : : : : : r_n = au_n + bv_n;

ÇÄÅ u_i; v_i (i = 1; : : :; n) | ËÁËÉÅ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ (ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, u_1 = 1; v_1 = −q_1). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, r_n ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ r_n = au + bv. ïÔÓÀÄÁ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ r_n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a É b.

ðÒÏÃÅÄÕÒÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÉÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÁÑ Œ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ åŒËÌÉÄÁ. üÌÅÍÅÎÔÙ a; b ∈ A ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ, ÅÓÌÉ (a; b) = 1. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ u; v ∈ A, ÞÔÏ au + bv = 1:

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ŒÏÐÒÏÓÕ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏ- ÖÉÔÅÌÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. îÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ p ÃÅÌÏÓÔ- ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎ Œ ŒÉÄÅ p = ab, ÇÄÅ a É b | ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ.

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÌÅÍÅÎÔ p ÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÉÊ ÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎ ÌÉÂÏ Ó 1, ÌÉÂÏ Ó p. ðÒÏÓÔÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ Z Œ ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ | ÜÔÏ ÞÉÓÌÁ ŒÉÄÁ ±p, ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ðÒÏÓÔÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ K[x], ÇÄÅ K | ÐÏÌÅ, ÐÏ ÔÒÁÄÉÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ | ÜÔÏ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍ. éÚ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÁÌÇÅÂÒÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÌÅÄÕ- ÅÔ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÄ C | ÜÔÏ ÔÏÌØËÏ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÙ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, Á ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1 | ÞÔÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÄ R | ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ É ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÙ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ. œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ ÎÁÄ Q É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÌÀÂÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A | ÌÀÂÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ËÏÌØÃÏ.

ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ p ËÏÌØÃÁ A ÄÅÌÉÔ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ a_1a_2 : : :a_n, ÔÏ p ÄÅÌÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ a_1; a_2; : : :; a_n.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÎÄÕË- ÃÉÅÊ ÐÏ n. ðÒÉ n = 2 ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ p ÎÅ ÄÅÌÉÔ a_1. ôÏ- ÇÄÁ (p; a_1) = 1 É, ÚÎÁÞÉÔ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ u; v ∈ A, ÞÔÏ pu + a_1v = 1. õÍÎÏÖÁÑ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁ a_2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

pua_2 + a_1a_2v = a_2;

ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ p ÄÅÌÉÔ a_2.

ðÒÉ n > 2 ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ a_1a_2 : : : a_n Œ ŒÉÄÅ a_1(a_2 : : : a_n). ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ p | a_1 ÉÌÉ p | a_2 : : :a_n. œÏ ŒÔÏ- ÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ p | a_i, ÇÄÅ i | ÏÄÉÎ ÉÚ ÉÎÄÅËÓÏŒ 2; : : :; n.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ ŒÓÑËÉÊ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÎÅ- ÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ,

ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÅÒÅÓÔÁ- ÎÏŒËÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÈ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. çÏŒÏÒÑ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÍÙ ÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. îÁÚÏŒÅÍ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A ÈÏÒÏÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎ ÎÁ ÐÒÏ- ÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÌÏÈÉÅ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ. œÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÎÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔ Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÎÏÒÍÏÊ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ a. ïÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÓÔÙÍ. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, a = bc, ÇÄÅ b É c | ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. éÍÅÅÍ N(b) < N(a) É N(c) < N(a) É, ÚÎÁÞÉÔ, b É c | ÈÏÒÏÛÉÅ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÙ; ÎÏ ÔÏÇÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, É a | ÈÏÒÏÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ- ŒÏÒÅÞÉÔ ÎÁÛÅÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑËÉÊ ÎÅ- ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ A ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n, ÞÔÏ ÅÓÌÉ

a = p_1p_2 : : : p_n = q_1q_2 : : : q_m; (45)

ÇÄÅ p_i; q_j | ÐÒÏÓÔÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÔÏ m = n É, ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, p_i ∼ q_i ÐÒÉ i = 1; 2; : : :; n.

ðÒÉ n = 1 ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÒÉ n > 1 ÉÍÅÅÍ p_1 | q_1q_2 : : : q_m É ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÎÏÍÅÒ i, ÞÔÏ p_1 | q_i. ôÏÇÄÁ p_1 ∼ q_i. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ i = 1 É p_1 = q_1. óÏËÒÁÝÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (45) ÎÁ p_1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

p_2 : : : p_n = q_2 : : : q_m:

ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ m = n É, ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÉ, p_i ∼ q_i ÐÒÉ i = 2; : : :; n. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. ðÕÓÔØ a = p^{k1}_1 : : : p^{ks}_s | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ A ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÐÒÉÞÅÍ p_i ≁ p_j ÐÒÉ i ≠ j. ôÏÇÄÁ ŒÓÑËÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ d ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

d = cp^{l1}_1 : : : p^{ls}_s ;

ÇÄÅ 0 ⩽ l_i ⩽ k_i (i = 1; : : :; s), Á c | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ a = qd. òÁÚÌÏÖÉÍ q É d ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ðÅÒÅÍÎÏÖÉŒ ÜÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÍÙ ÐÏÌÕ-

ÞÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ a ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. óÒÁŒÎÉŒ ÅÇÏ Ó ÄÁÎ- ÎÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ Á) b | a, c | a É (b; c) = 1 =⇒ bc | a; Â) c | ab É (b; c) = 1 =⇒ c | a.

úÁÄÁÞÁ 2. îÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ËÒÁÔÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a É b ÃÅ- ÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÈ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ (Ô. Å. ÜÌÅÍÅÎÔ, ÄÅÌÑÝÉÊÓÑ ÎÁ a É ÎÁ b), ÄÅÌÑÝÅÅ ŒÓÅ ÉÈ ÏÂÝÉÅ ËÒÁÔÎÙÅ. ïÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ [a; b] ÉÌÉ îïë(a; b). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÅŒËÌÉ- ÄÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a; b ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁÉÍÅÎØ- ÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ [a; b], ÐÒÉÞÅÍ

(a; b)[a; b] ∼ ab:

úÁÄÁÞÁ 3. œ ËÏÌØÃÅ Z[i] (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1) ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÐÒÏ- ÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÁ 2, 3 É 5 É ÐÏÄÕÍÁÔØ, Œ ÞÅÍ ÐÒÉÎÃÉÐÉ- ÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÔÒÅÍÑ ÓÌÕÞÁÑÍÉ.

éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ. îÁÐÏ- ÍÎÉÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ p_1; p_2; : : :; p_n | ÜÔÏ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ p_1; p_2; : : :; p_n + 1 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÉ ÎÁ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ, ÞÔÏ ÏÞÅŒÉÄ- ÎÏ, ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ. ôÏÞÎÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ K. åÓÌÉ ÐÏÌÅ K ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔ ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÁ, ÔÁË ËÁË Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅ- ÎÉ. ïÄÎÁËÏ ÅÓÌÉ ÐÏÌÅ K ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ŒÙÓÏËÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÀÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

úÁÄÁÞÁ 4. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅ- ÎÅÊ ⩽ 4 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Z_2 É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ 6 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ 5.

3.6. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ

éÚ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏ- ÖÉÔÅÌÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

f = a_0x^n + a_1x^{n−1} + : : : + a_{n−1}x + a_n ∈ Z[x]

ÉÍÅÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ u v , ÇÄÅ u; v ∈ Z, (u; v) = 1, ÔÏ u | a_n É v | a_0.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÍÅÅÍ:

0 = v^nf ( u v ) = a_0u^n + a_1u^{n−1}v + : : : + a_{n−1}uv^{n−1} + a_nv^n:

œÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ËÒÏÍÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ, ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ u. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ u. îÏ ÔÁË ËÁË u É v ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ a_n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ u (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 5.1Â). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ a_0 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ v.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. åÓÌÉ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, ÔÏ ÜÔÏÔ ËÏÒÅÎØ | ÃÅÌÙÊ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÅÏÒÅÍÁ 1 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÕÔÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ ÎÁÊÔÉ ŒÓÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÁ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÔÁËÉÈ ËÏÒÎÅÊ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÎÅÔ. ðÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÎÉÖÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÎÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÒÁÚÒÑÄÕ ÔÅÈ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÄ- ÔŒÅÒÖÄÁÀÔ ÐÒÁŒÉÌÏ.

ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

f = 2x^4 − 7x^3 + 4x^2 − 2x − 3

ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ± 1 2 ; ±1; ± 3 2 ; ±3:

éÓÐÙÔÁÎÉÑ ÄÁÀÔ 2 ËÏÒÎÑ:

x_1 = 3; x_2 = − 12 :

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØÓÑ ËÁË ÏÂÏÂÝÅ- ÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (ìÅÍÍÁ çÁÕÓÓÁ). åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÔÏ ÏÎ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÅÓÌÉ f ∈ Z[x] É f = gh, ÇÄÅ g; h ∈ Q[x], ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ – ∈ Q^∗, ÞÔÏ –g, –^{−1}h ∈ Z[x].

ðÅÒÅÄ ÔÅÍ, ËÁË ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ, ŒŒÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ.

íÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ Z[x] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ Œ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ, Ô. Å. ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÅÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ. åÓÌÉ ÔÁËÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÅÓÔØ, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÎÅÓÔÉ ÚÁ ÓËÏÂËÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙ- ÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉ- ÍÉÔÉŒÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ±1).

ðÕÓÔØ p | ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÒÅÄÕË- ÃÉÀ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

f = a_0x^n + a_1x^{n−1} + : : : + a_{n−1}x + a_n ∈ Z[x]

ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

[f]_p = [a_0]_px^n + [a_1]_px^{n−1} + : : : + [a_{n−1}]_px + [a_n]_p ∈ Z_p[x];

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÔØ ŒÙÞÅÔÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁÄ ŒÙÞÅÔÁÍÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

[f + g]_p = [f]_p + [g]_p; [fg]_p = [f]_p[g]_p

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f; g ∈ Z[x].

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ô Å Ï Ò Å Í Ù. ðÕÓÔØ f ∈ Z[x] É f = gh, ÇÄÅ g; h ∈ Q[x]. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ g É h ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ËÁËÉÍ-ÔÏ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ g_1 É h_1. éÍÅÅÍ: f = —g_1h_1; — ∈ Q:

ðÕÓÔØ — = u v , ÇÄÅ u; v ∈ Z, (u; v) = 1. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ v = ±1, ÏÔËÕÄÁ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ÐÕÓÔØ p | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ v. œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ vf = ug_1h_1

ÓÄÅÌÁÅÍ ÒÅÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ

0 = [u]_p[g_1]_p[h_1]_p:

ïÄÎÁËÏ [u]_p ≠ 0, ÔÁË ËÁË u É v ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏ- ÓÔÙ. œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ [g_1]_p ≠ 0 É [h_1]_p ≠ 0, ÔÁË ËÁË g_1 É h_1 | ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÙ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ p. üÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÀ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ Œ ËÏÌØÃÅ Z_p[x].

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ Z[x] ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅ- ÎÉÅ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Œ ËÏÌØÃÅ Q[x], ÔÏ ÏÎ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ É Œ ËÏÌØÃÅ Z[x].

üÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ- ÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ Q.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÅÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÏÓÔØ ÎÁÄ Q ĂÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÄÅÌÅÎÉÑ ËÒÕÇÁ ÎÁ p ÞÁÓÔÅÊĄ

f = x^{p−1} + x^{p−2} + : : : + x + 1 = x^p − 1x − 1 :

(ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÎÅ- ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ p-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÍÅÓÔÅ Ó 1 ÄÅÌÑÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ |z| = 1 ÎÁ p ÒÁŒÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ.) ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ (ÓÍ. §1.6), Œ ËÏÌØÃÅ Z_p[x] ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ x^p − 1 = (x − 1)^p;

ÔÁË ÞÔÏ [f]_p = (x − 1)^{p−1}:

åÓÌÉ f = gh, ÇÄÅ g; h ∈ Z[x] | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÔÏ [f]_p = [g]_p[h]_p É, ÚÎÁÞÉÔ,

[g]_p = (x − 1)^k; [h]_p = (x − 1)^l (k; l > 0; k + l = p − 1):

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

[g(1)]_p = [g]_p(1) = 0; [h(1)]_p = [h]_p(1) = 0;

Ô. Å. g(1) É h(1) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p. îÏ ÔÏÇÄÁ f(1) = g(1)h(1) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p^2, ÞÔÏ ÎÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÉÂÏ f(1) = p.

éÍÅÅÔÓÑ ÓÐÏÓÏÂ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ ëÒÏÎÅËÅÒÕ, ËÏÔÏÒÙÊ Œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÐÒÉŒÏÄÉÍ ÏÎ ÉÌÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ Q. ïÎ ÏÓÎÏŒÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ.

ðÕÓÔØ f ∈ Z[x] | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÊ ÃÅÌÙÈ ËÏÒÎÅÊ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ Z[x] Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ:

f = gh:

ôÏÇÄÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ, ÓËÁÖÅÍ, g, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ m = [ n 2 ] . âÕÄÅÍ ÐÒÉÄÁŒÁÔØ x ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x_0; x_1; : : :; x_m. éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ

f(x_i) = g(x_i)h(x_i)

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ g(x_i) | f(x_i) ÐÒÉ i = 0; 1; : : :; m. íÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ g ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÔÏÞ- ËÁÈ x_0; x_1; : : :; x_m. œÙÂÉÒÁÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ d_0; d_1; : : :; d_m ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ f(x_0); f(x_1); : : :; f(x_m) É ÎÁÈÏÄÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ m, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊ Œ ÔÏÞËÁÈ x_0; x_1; : : :; x_m ÚÎÁÞÅÎÉÑ d_0; d_1; : : :; d_m, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ŒÓÅÈ ËÁÎÄÉÄÁÔÏŒ ÎÁ ÒÏÌØ g (ÉÈ ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ). ôÅÈ ÉÚ ÎÉÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ÄÒÏÂÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÓÒÁÚÕ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ. éÓÐÙÔÁŒ ÏÓÔÁŒÛÉÅÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÍÏÖ- ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÉÍÅÀÔÓÑ ÌÉ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f, Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÞÅÇÏ É ÂÕÄÅÔ ÒÅÛÅÎ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ.

3.7. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

æÕÎËÃÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1; x_2; : : :; x_n ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ

f(x_1; x_2; : : :; x_n) = ∑ k_1 ;k_2;:::;k_n

a_{k1k2 :::kn} x^{k1}_1 x^{k2}_2 : : :x^{kn}_n ; (46)

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÎÁÂÏ- ÒÏŒ (k_1; k_2; : : :; k_n) ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. (æÏÒÍÁÌØ- ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ŒÓÅÍ ÔÁ- ËÉÍ ÎÁÂÏÒÁÍ, ÎÏ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ a_{k1 k2 :::kn} ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ.) íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ Œ ÁÌ- ÇÅÂÒÅ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ x_1; x_2; : : :; x_n. ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌ- ÇÅÂÒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ x_1; x_2; : : :; x_n ÎÁÄ R É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ R[x_1; x_2; : : :; x_n].

íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 6.1), ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÄ R Œ ŒÉÄÅ (46) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Ô. Å. ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ.

ðÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ K ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÁËÁÑ ÖÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ, ËÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. üÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒ- ÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÁÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÁÄ K Ó ÂÁÚÉÓÏÍ

{ e_{k1k2 :::kn} : k_1; k_2; : : :; k_n ∈ Z_+ }

É ÔÁÂÌÉÃÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ

e_{k1 k2 :::kn} e_{l1l2:::ln} = e_{k1+l1 ;k2+l2;:::;kn +ln} :

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒ- ÎÁ É ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ e_{00:::0} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÅÄÉÎÉÃÅÊ. ïÎÁ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ K É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ K[x_1; x_2; : : :; x_n].

õÓÌÏŒÉÍÓÑ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÉÄÁ ae_{00:::0} (a ∈ K) Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÏÌÑ K É ŒŒÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ

e_{10:::0} = x_1; e_{01:::0} = x_2; : : : : : : : : : e_{00:::1} = x_n:

ôÏÇÄÁ e_{k1 k2 :::kn} = x^{k1}_1 x^{k2}_2 : : : x^{kn}_n

É ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ∑ k_1;k_2 ;:::;k_n

a_{k1 k2:::kn} e_{k1 k2 :::kn} ∈ K[x_1; x_2; : : :; x_n]

ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ŒÉÄÅ (46).

íÎÏÇÏÞÌÅÎ (46) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÓÔÅÐÅÎÉ d, ÅÓÌÉ

a_{k1k2 :::kn} = 0 ÐÒÉ k_1 + k_2 + : : : + k_n ≠ d:

ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÎÅÞ- ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÁË ËÁË ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁÂÏÒÏŒ (k_1; k_2; : : :; k_n) ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÀ

k_1 + k_2 + : : : + k_n = d:

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁŒÎÁ

C^d_n = n(n + 1) : : : (n + d − 1) d! (ÞÉÓÌÏ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ Ó ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÑÍÉ ÉÚ n ÐÏ d).

ìÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍ- ÍÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÅÊ 0; 1; 2; : : :; ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÅÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ. (ìÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ.)

óÔÅÐÅÎØÀ (ÐÏ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÉÚ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÅÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÞÌÅÎÏŒ ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÉÚ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÅÇÏ ÎÅÎÕÌÅ- ŒÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. óÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÏÂÏÚÎÁÞÁ- ÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ deg f. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

deg(f + g) ⩽ deg f + deg g;

deg(fg) = deg f + deg g:

ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÔÏÒÏÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ K[x_1; x_2; : : :; x_n] ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

f(x_1; x_2; : : :; x_n) = ∞∑ k=0 f_k (x_2; : : :; x_n)x^k_1; (47)

ÇÄÅ f_0; f_1; f_2; : : : | ËÁËÉÅ-ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ x_2; : : :; x_n, ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ. îÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÉÚ ÎÏ- ÍÅÒÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_k , ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅ- ÎØÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÐÏ x_1 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ deg_{x1} f.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ (47), ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÏÌØÃÏ K[x_1; x_2; : : : ; x_n] ËÁË ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ x_1 Ó ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K[x_2; : : :; x_n]:

K[x_1; x_2; : : :; x_n] = K[x_2; : : :; x_n][x_1]: (48)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ Ï ËÏÌØÃÁÈ, Á ÎÅ ÏÂ ÁÌÇÅÂÒÁÈ, ÔÁË ËÁË K[x_1; x_2; : : :; x_n] ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ K, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË K[x_2; : : :; x_n][x_1] ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ K[x_2; : : :; x_n]. ïÄÎÁËÏ ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ K[x_2; : : :; x_n][x_1] ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÁÄ K (ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ K[x_2; : : :; x_n] ⊃ K), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÁÌÇÅÂÒ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. áÌÇÅÂÒÁ K[x_1; x_2; : : :; x_n] ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅ- ÌÅÊ ÎÕÌÑ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œ §3.1 ÂÙÌÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÄÏËÁÚÁÎÏ (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.3), ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÏÊ ÎÁÄ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ ËÏÌØ- ÃÏÍ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ). ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ (48) ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÁÛÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÙÍ ÐÕÔÅÍ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÐÏÌÑ K.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (48). òÁÚÌÏ- ÖÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f É g ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ:

f = f_0 + f_1 + : : : + f_d (deg f_k = k; f_d ≠ 0); g = g_0 + g_1 + : : : + g_e (deg g_k = k; g_e ≠ 0):

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÈ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÅ ÐÏÑŒÉÔÓÑ ÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ > d + e, Á ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ d + e ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÁ f_dg_e. ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ f_dg_e ≠ 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

deg fg = d + e = deg f + deg g:

ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ n = 1, ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ K^n ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ K.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ ÐÏÌÅ K ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÒÁÚÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÄ K ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÏÄ- ÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1), ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n.

ðÒÉ n = 1 ÜÔÏ ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.1. ðÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ K[x_1; x_2; : : :; x_n] (n > 1) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÕÌÅŒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ (47) É ÐÒÉÄÁÄÉÍ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x_2; : : :; x_n. íÙ ÐÏ- ÌÕÞÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x_1 Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ- ÍÉ ÉÚ K, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ x_1. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.1 ŒÓÅ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_k ∈ K[x_2; : : :; x_n] ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x_2; : : :; x_n, Ô. Å. ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÕÌÅŒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f_k = 0 ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ k; ÎÏ ÔÏÇÄÁ É f = 0.

ðÒÉ n > 1 ÞÌÅÎÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅÌØÚÑ, ŒÏÏÂ- ÝÅ ÇÏŒÏÒÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÔØ ÐÏ ÉÈ ÓÔÅÐÅÎÑÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÞÌÅÎÏŒ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. íÅÖÄÕ ÔÅÍ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅ ÉÎÏÇÄÁ ÂÙŒÁÅÔ ÐÏÌÅÚÎÏ. œ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁ- ÑÈ ÏÂÙÞÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅ (Ô. Å. ÐÏÄÏÂÎÏÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÀ ÓÌÏŒ Œ ÓÌÏŒÁÒÅ), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÎÁÞÁ- ÌÅ ÓÒÁŒÎÉŒÁÀÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÐÒÉ x_1, ÚÁÔÅÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÒÁŒÎÙ, | ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÐÒÉ x_2 É Ô. Ä. åÓÌÉ ÏÄÎÏÞÌÅÎ u ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅ- ÓËÉ ÓÔÁÒÛÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ v, ÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ u ≻ v. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÁÑ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÔÏÒÁÑ ŒÈÏÄÉÔ Œ u É v Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑÍÉ, ŒÈÏÄÉÔ Œ u Ó Â«ÏÌØÛÉÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ, ÞÅÍ Œ v.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÐÏÒÑÄÏ- ÞÅÎÉÑ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) ÅÓÌÉ u ≻ v É v ≻ w, ÔÏ u ≻ w (ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ); 2) ÅÓÌÉ u ≻ v, ÔÏ uw ≻ vw ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ w; 3) ÅÓÌÉ u_1 ≻ v_1 É u_2 ≻ v_2, ÔÏ u_1u_2 ≻ v_1v_2.

ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ, É ÄÁÅÔ ÏÓÎÏŒÁÎÉÅ ÎÁ- ÚÙŒÁÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ă≻Ą ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅÍ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. 1) ðÕÓÔØ ÐÅÒŒÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, ËÏÔÏ- ÒÁÑ ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ ŒÏ ŒÓÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ u; v; w Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÐÏËÁ- ÚÁÔÅÌÅÍ, ŒÈÏÄÉÔ Œ ÎÉÈ Ó ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑÍÉ k; l; m ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ k ⩾ l ⩾ m;

ÐÒÉÞÅÍ ÈÏÔÑ ÂÙ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÌÕÞÁÅŒ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÔÒÏÇÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, k > m, Á ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ u ≻ w. 2) ðÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ w Ë ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑÍ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ŒÈÏÄÉÔ Œ u É v, ÄÏÂÁŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ, É ÚÎÁË ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (ÉÌÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ) ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑ- ÍÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, Á ÔÏÌØËÏ ÜÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É ÉÍÅÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÉ ÓÒÁŒÎÅÎÉÉ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ.

3) ðÏÌØÚÕÑÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

u_1u_2 ≻ v_1u_2 ≻ v_1v_2:

ðÒÉÍÅÒ. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ÐÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁ- ÆÉÞÅÓËÏÍÕ ÕÂÙŒÁÎÉÀ ÞÌÅÎÏŒ:

x^2_1x_2 + x_1x^2x_3 + 2x_1x^2_3 + x_2x^3 − x_2x^2_3 + 3:

ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÞÌÅÎ x_1x^2x_3 ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÌÁÄÛÅ x^2_1x_2, ÈÏÔÑ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÂÏÌØÛÅ.

óÒÅÄÉ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÞÌÅÎÏŒ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ K[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÌÅËÓÉËÏ- ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÔÁÒÛÅ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ ÞÌÅÎÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. óÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÉÈ ÓÔÁÒÛÉÈ ÞÌÅÎÏŒ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. ðÕÓÔØ f_1; f_2 | ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÙ, u_1; u_2 | ÉÈ ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ, v_1; v_2 | ËÁËÉÅ-ÔÏ ÉÈ ÞÌÅ- ÎÙ. åÓÌÉ v_1 ≠ u_1 ÉÌÉ v_2 ≠ u_2, ÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2

u_1u_2 ≻ v_1v_2:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓÌÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ Œ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÉ f_1f_2 ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ u_1u_2 ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏ- ÇÏ ÞÌÅÎÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÔÁÒÛÅ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ.

3.8. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ K[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ôÁË ËÁË ÌÀÂÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÅÎÁ ÐÕ- ÔÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏÍ.

ðÒÉÍÅÒ 1. óÔÅÐÅÎÎÙÅ ÓÕÍÍÙ

s_k = x^k_1 + x^k_2 + : : : + x^k_n (k = 1; 2; : : :);

ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ 2. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÚÙ-

ŒÁÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ: ff_1 = x_1 + x_2 + : : : + x_n;

ff_2 = x_1x_2 + x_1x_3 + : : : + x_{n−1}x_n; : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ff_k = ∑ i_1 ¡i_2¡:::¡i_k

x_{i1} x_{i2} : : : x_{ik} ;

: : : : : : : : : : : : : : : : ff_n = x_1x_2 : : : x_n:

ðÒÉÍÅÒ 3. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ œÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ

V (x_1; x_2; : : :; x_n) = ∏ i¿j (x_i − x_j )

(ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 2.4.5), ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÓÏÂÏÊ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÒÁÚ- ÎÏÓÔÅÊ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÁÒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÈ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÏÖÅÔ ÔÏÌØËÏ ÕÍÎÏÖÉÔØÓÑ ÎÁ ±1 ÚÁ ÓÞÅÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÕÍÅÎØÛÁÅÍÏÅ É ŒÙÞÉÔÁÅÍÏÅ ÐÏÍÅÎÑÀÔÓÑ ÒÏÌÑÍÉ. þÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÅŒ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÉÎŒÅÒÓÉÊ Œ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÅÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

V (x_{k1} ; x_{k2} ; : : :; x_{kn} ) = sgn(k_1; k_2; : : :; k_n)V (x_1; x_2; : : :; x_n): ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÁÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ œÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ÎÏ ÔÁËÏŒÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ËŒÁ- ÄÒÁÔ V (x_1; x_2; : : :; x_n)^2 = ∏ i¿j (x_i − x_j )^2:

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÒÉ ÌÀÂÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1; x_2; x_3; x_4 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

h_1 = x_1x_2 + x_3x_4; h_2 = x_1x_3 + x_2x_4; h_3 = x_1x_4 + x_2x_3 ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÎÉÈ ÂÕÄÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ x_1; x_2; x_3; x_4. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÁËÏŒÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ h_1h_2h_3 = (x_1x_2 + x_3x_4)(x_1x_3 + x_2x_4)(x_1x_4 + x_2x_3):

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (x_1 + x_2 − x_3 − x_4)(x_1 − x_2 + x_3 − x_4)(x_1 − x_2 − x_3 + x_4)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ.

óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÈÏÄÑÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ Ë ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ Ó ÏÄÎÉÍ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÆÏÒ- ÍÕÌÁÍ œÉÅÔÁ (ÓÍ. §3.2), ËÏÔÏÒÙÅ ŒÙÒÁÖÁÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ËÏÒÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÑ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ (ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÍ ÐÏÌÅ ÒÁŒÎÏ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÉ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ: ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ËÏÒÎÅÊ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏ- ÒÏÎÙ, ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ËÏÒÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÒÁÖÅÎ ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ 5. íÎÏÇÏÞÌÅÎ s_2 = x^2_1 + x^2 + : : : + x^2_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

s_2 = ff^2_1 − 2ff_2: (49)

ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ËÏÒÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

x^n + a_1x^{n−1} + a_2x^{n−2} + : : : + a_{n−1}x + a_n = 0

ÒÁŒÎÁ a^2_1 − 2a_2.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ F ∈ K[X_1; X_2; : : :; X_m] | ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ m ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É f_1; f_2; : : :; f_m ∈ K[x_1; x_2; : : :; x_n] | ËÁËÉÅ-ÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÔÏ F (f_1; f_2; : : :; f_m) | ÔÁËÖÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x_1; x_2; : : :; x_n. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ŒÏÐÒÏÓ, ÎÅÌØÚÑ ÌÉ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f_1; f_2; : : :; f_m, ÞÔÏÂÙ ŒÓÑ- ËÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÙ ff_1; ff_2; : : :; ff_n.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. œÓÑËÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÒÅÄÐÏÛÌÅÍ ÄŒÅ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ u = ax^{k1}_1 x^{k2}_2 : : : x^{kn}_n | ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f. ôÏÇÄÁ

k_1 ⩾ k_2 ⩾ : : : ⩾ k_n: (50)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ k_i < k_{i+1} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i. îÁÒÑÄÕ Ó ÞÌÅÎÏÍ u ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÄÅÒ- ÖÁÔØ ÞÌÅÎ u^′ = ax^{k1}_1 : : : x^{ki+1}_i x^{ki}_{i+1} : : :x^{kn}_n ;

ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÉÚ u ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ x_i É x_{i+1}. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ u^′ ≻ u. üÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ u | ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f.

ìÅÍÍÁ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ u = x^{k1}_1 x^{k2}_2 : : :x^{kn}_n , ÐÏËÁÚÁ- ÔÅÌÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ (50), ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ l_1; l_2; : : :; l_n, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ff^{l1}_1 ff^{l2}_2 : : : ff^{ln}_n ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó u. þÉÓÌÁ l_1; l_2; : : :; l_n ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÜÔÉÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. óÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ff_k ÒÁ- ŒÅÎ x_1x_2 : : : x_k. œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3 ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ff^{l1}_1 ff^{l2}_2 : : : ff^{ln}_n ÒÁŒÅÎ

x^{l1}_1 (x_1x_2)^{l2} : : : (x_1x_2 : : : x_n)^{ln} = x^{l1+l2+:::+ln}_1 x^{l2+:::+ln}_2 : : : x^{ln}_n :

ðÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ ÅÇÏ ÏÄÎÏÞÌÅÎÕ u, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ l_1 + l_2 + : : : + l_n = k_1; l_2 + : : : + l_n = k_2; : : : : : : : : : : l_n = k_n;

ËÏÔÏÒÁÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

l_i = k_i − k_{i+1} (i = 1; 2; : : :; n − 1); l_n = k_n: (51)

éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÞÉÓÌÁ l_1; l_2; : : : ; l_n ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. õÒÁŒÎÅÎÉÅ l_1+l_2+: : :+l_n = k_1 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ X^{l1}_1 X^{l2}_2 : : : X^{ln}_n ÐÏ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁŒÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ u ÐÏ x_1.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ô Å Ï Ò Å Í Ù. ðÕÓÔØ f ∈ K[x_1; x_2; : : :; x_n] | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. îÁÍ ÎÕÖ- ÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F ∈ K[X_1; X_2; : : : ; X_n], ÞÔÏ

F (ff_1; ff_2; : : :; ff_n) = f:

åÓÌÉ f = 0, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ F = 0. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÕÓÔØ u_1 = ax^{k1}_1 x^{k2}_2 : : :x^{kn}_n | ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f. ðÏ ÌÅÍÍÅ 1 ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (50). ðÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÄÎÏÞÌÅÎ F_1 ∈ K[X_1; X_2; : : :; X_n], ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F_1(ff_1; ff_2; : : :; ff_n) ÒÁŒÅÎ u_1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

f_1 = f − F_1(ff_1; ff_2; : : :; ff_n):

åÓÌÉ f_1 = 0, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ F = F_1. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÕÓÔØ u_2 | ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f_1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÍÌÁÄÛÅ, ÞÅÍ u_1. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÄÎÏÞÌÅÎ F_2 ∈ K[X_1; X_2; : : :; X_n], ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F_2(ff_1; ff_2; : : :; ff_n) ÒÁŒÅÎ u_2. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

f_2 = f_1 − F_2(ff_1; ff_2; : : :; ff_n):

åÓÌÉ f_2 = 0, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ F = F_1 + F_2. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÑ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f; f_1; f_2; : : :, ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ

u_1 ≻ u_2 ≻ : : :

ðÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Œ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ u_m ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑ ÐÒÉ x_1 Œ ÜÔÏÍ ÏÄ- ÎÏÞÌÅÎÅ, Á ÏÎ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ k_1. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÁÂÏÒÏŒ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ u_m ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÐÒÏÃÅÓÓ ÄÏÌ- ÖÅÎ ÏÂÏÒŒÁÔØÓÑ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f_M = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ M. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ F ÍÏÖÎÏ ÔÏÇÄÁ ŒÚÑÔØ F_1 + F_2 + : : : + F_M .

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ F É G | ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÞÔÏ

F (ff_1; ff_2; : : :; ff_n) = G(ff_1; ff_2; : : :; ff_n):

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ H = F − G. ôÏÇÄÁ

H(ff_1; ff_2; : : :; ff_n) = 0:

îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ H = 0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, É ÐÕÓÔØ H_1; H_2; : : :; H_s | ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÞÌÅÎÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ H. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ w_i (i = 1; 2; : : :; s) ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

H_i(ff_1; ff_2; : : :; ff_n) ∈ K[x_1; x_2; : : :; x_n]:

œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2 ÓÒÅÄÉ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ w_1; w_2; : : :; w_s ÎÅÔ ÐÒÏ- ÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ. œÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÎÉÈ ÓÔÁÒÛÉÊ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ w_1. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÏÄÎÏÞÌÅÎ w_1 ÓÔÁÒÛÅ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÞÌÅ- ÎÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ H_1(ff_1; ff_2; : : :; ff_n) É ŒÓÅÈ ÞÌÅÎÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ H_i(ff_1; ff_2; : : :; ff_n) (i = 2; : : :; s). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏ- ÄÏÂÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ Œ ÓÕÍÍÅ

H_1(ff_1; ff_2; : : :; ff_n) + H_2(ff_1; ff_2; : : :; ff_n) + : : : + + H_s(ff_1; ff_2; : : :; ff_n) = H(ff_1; ff_2; : : :; ff_n)

ÞÌÅÎ w_1 ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÎÁÛÅÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m

deg F_m = deg_{x1} u_m ⩽ deg_{x1} u_1 = deg_{x1} f(= k_1):

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

deg F = deg_{x1} f: (52)

óÌÅÄÕÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÍÏÖÎÏ Œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÎÁÊÔÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ ÞÅÒÅÚ ff_1; ff_2; : : :; ff_n.

ðÒÉÍÅÒ 6. œÙÒÁÚÉÍ ÞÅÒÅÚ ff_1; ff_2; : : :; ff_n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

f = s_3 = x^3_1 + x^3_2 + : : : + x^3_n:

ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Œ ŒÉÄÅ ÔÁÂÌÉÃÙ.

m u_m F_m(ff_1; ff_2; : : :; ff_n) f_m 1 x^3_1 ff^3_1 = ∑ i x^3_i + 3 ∑ i≠j

x^2_i x_j + −3 ∑ i≠j

x^2_i x_j − + 6 ∑ i¡j¡k

x_ix_j x_k −6 ∑ i¡j¡k

x_ix_j x_k

2 −3x^2_1x_2 −3ff_1ff_2 = −3 ∑ i≠j

x^2_i x_j − 3 ∑ i¡j¡k

x_ix_j x_k − 9 ∑ i¡j¡k

x_ix_j x_k

3 3x_1x_2x_3 3ff_3 = 3 ∑ i¡j¡k

x_ix_j x_k 0

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

s_3 = ff^3_1 − 3ff_1ff_2 + 3ff_3 (53)

îÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ ÕÄÏÂÎÅÅ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÄÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÐÏÑÓÎÉÍ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÎÉÖÅ ÐÒÉÍÅÒÅ.

ðÒÉÍÅÒ 7. œÙÒÁÚÉÍ ÞÅÒÅÚ ff_1; ff_2; ff_3; ff_4 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

f = (x_1x_2 + x_3x_4)(x_1x_3 + x_2x_4)(x_1x_4 + x_2x_3)

ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 4. œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÉÍÅÅÍ u_1 = x^3_1x_2x_3x_4. îÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Ó ÔÏÞ- ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÁÎÄÉÄÁÔÏŒ ÎÁ ÒÏÌØ ÏÄ- ÎÏÞÌÅÎÏŒ u_2; u_3; : : : œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÉÈ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ ÌÅÍÍÙ 1. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÐÏÓËÏÌØËÕ f | ÏÄ- ÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ 6, ÓÕÍÍÁ ÉÈ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÄÏÌÖÎÁ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ 6. œ-ÔÒÅÔØÉÈ, ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÍÌÁÄÛÅ u_1. œÙÐÉ- ÛÅÍ Œ ÔÁÂÌÉÃÕ ŒÓÅ ÎÁÂÏÒÙ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÀÝÉÈ ÜÔÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ, Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÂÙ- ŒÁÎÉÑ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÁÂÏÒÁ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ u_1. óÐÒÁŒÁ ŒÙÐÉÛÅÍ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (51).

3 1 1 1 ff^2_1ff_4 2 2 2 0 ff^2_3 2 2 1 1 ff_2ff_4 éÔÁË, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ

f = ff^2_1ff_4 + aff^2_3 + bff_2ff_4:

äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a É b, ÂÕÄÅÍ ÐÒÉÄÁŒÁÔØ Œ ÜÔÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x_1; x_2; x_3; x_4 ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ŒÙ- ÂÒÁÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Œ ŒÉÄÅ ÔÁÂÌÉÃÙ, Œ ÐÒÁŒÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÅÍ ŒÙÐÉÓÙŒÁÔØ ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ.

x_1 x_2 x_3 x_4 ff_1 ff_2 ff_3 ff_4 f 1 1 1 0 3 3 1 0 1 a = 1 1 1 −1 −1 0 −2 0 1 8 −2b = 8

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, a = 1 É b = −4, ÔÁË ÞÔÏ

f = ff^2_1ff_4 + ff^2_3 − 4ff_2ff_4:

œ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÜÔÏÔ ÓÐÏÓÏÂ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ËÁÖÄÏÊ ÅÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎ- ÔÅ É ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÓÌÏÖÉÔØ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. éÚÌÏÖÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÂÅÚ ŒÓÑËÉÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÐÅ- ÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ K | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. ôÁË, Œ ÓÌÕ- ÞÁÅ K = ZÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ: ŒÓÑËÉÊ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ- ÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÒÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Œ ÓÏÞÅÔÁÎÉÉ Ó ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ œÉÅÔÁ ÐÏ- ÚŒÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ËÏÒ- ÎÅÊ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ f ∈ K[x_1; x_2; : : :; x_n] | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ É F ∈ K[X_1; X_2; : : :; X_n] | ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÞÔÏ

f = F (ff_1; ff_2; : : :; ff_n):

ðÕÓÔØ ÄÁÌÅÅ, c_1; c_2; : : :; c_n | ËÏÒÎÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

a_0x^n + a_1x^{n−1} + : : : + a_{n−1}x + a_n = 0 (a_0 ≠ 0):

ôÏÇÄÁ

f(c_1; c_2; : : :; c_n) = F ( − a^1a_0 ; a^2a_0 ; : : :; (−1)^n a^na_0 ) : (54) úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ deg_{x1} f = k. ôÏÇÄÁ deg F = k (ÓÍ. ÚÁÍÅ- ÞÁÎÉÅ 2) É, ÄÏÍÎÏÖÉŒ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (54) ÎÁ a^k_0 , ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ Œ ÐÒÁ- ŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÏÔ a_0; a_1; a_2; : : :; a_n.

ðÒÉÍÅÒ 8. ðÕÓÔØ c_1; c_2; c_3; c_4 | ËÏÒÎÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^4 + px^2 + qx + r = 0: (55) îÁÊÄÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ 3-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ, ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ

d_1 = c_1c_2 + c_3c_4; d_2 = c_1c_3 + c_2c_4; d_3 = c_1c_4 + c_2c_3: úÁÐÉÛÅÍ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ y^3 + a_1y^2 + a_2y + a_3 = 0:

óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ œÉÅÔÁ a_1 = −(d_1 + d_2 + d_3); a_2 = d_1d_2 + d_1d_3 + d_2d_3; a_3 = −d_1d_2d_3:

éÍÅÅÍ d_i = h_i(c_1; c_2; c_3; c_4), ÇÄÅ h_1; h_2; h_3 | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ ÐÒÉ- ÍÅÒÁ 4. îÁÈÏÄÉÍ: h_1 + h_2 + h_3 = ff_2;

h_1h_2 + h_1h_3 + h_2h_3 = ∑ i≠j;k j¡k x^2_i x_j x_k = ff_1ff_3 − 4ff_4;

h_1h_2h_3 = ff^2_1 ff_4 + ff^2_3 − 4ff_2ff_4:

(ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÒÁ 7.) ðÏ ÆÏÒÍÕ- ÌÁÍ œÉÅÔÁ ff_1(c_1; c_2; c_3; c_4) = 0; ff_2(c_1; c_2; c_3; c_4) = p; ff_3(c_1; c_2; c_3; c_4) = −q; ff_4(c_1; c_2; c_3; c_4) = r:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, a_1 = −p; a_2 = −4r; a_3 = q^2 − 4pr;

Ô. Å. ÉÓËÏÍÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ y^3 − py^2 − 4ry + (4pr − q^2) = 0: (56) úÁÄÁÞÁ 2. œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ, ÄÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ

(c_1 + c_2 − c_3 − c_4)^2 = 4(d_1 − p); (c_1 − c_2 + c_3 − c_4)^2 = 4(d_2 − p); (c_1 − c_2 − c_3 + c_4)^2 = 4(d_3 − p)

É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

(c_1 + c_2 − c_3 − c_4)(c_1 − c_2 + c_3 − c_4)(c_1 − c_2 − c_3 + c_4) = −8q (57)

(ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 1).

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÍÏÖÎÏ ÓŒÅÓÔÉ ÒÅÛÅ- ÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (55) Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (56) (ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ char K ≠ 2). á ÉÍÅÎÎÏ, ÓËÌÁÄÙŒÁÑ Ó ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ ÚÎÁËÁÍÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

c_1 + c_2 + c_3 + c_4 = 0;

c_1 + c_2 − c_3 − c_4 = 2 √ d_1 − p;

c_1 − c_2 + c_3 − c_4 = 2 √ d_2 − p;

c_1 − c_2 − c_3 + c_4 = 2 √ d_3 − p;

ÐÏÌÕÞÁÅÍ

c_{1;2;3;4} = 12 ( ± √ d_1 − p ± √ d_2 − p ± √ d_3 − p ) ; ÇÄÅ ÞÉÓÌÏ ÍÉÎÕÓÏŒ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÞÅÔÎÏ. éÓÈÏÄÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËŒÁ- ÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÚÄÅÓØ ÓÌÅÄÕÅÔ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ- ÂÙ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÒÁŒÎÑÌÏÓØ −q (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (57)).

õÒÁŒÎÅÎÉÅ (56) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ (55).

3.9. ëÕÂÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ËÌÀÞÅŒÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ. ðÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÀ Œ ÎÕÌØ ÍÏÖÎÏ ÓÕÄÉÔØ Ï ÎÁ- ÌÉÞÉÉ ËÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ, Á ÐÏ ÅÇÏ ÚÎÁËÕ (Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÑ ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ) | Ï ÞÉÓÌÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

œÙÑÓÎÉÍ ÓÍÙÓÌ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ D(’) ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒÅÈ- ÞÌÅÎÁ ’ = a_0x^2 + a_1x + a_2 ∈ C [x]:

ðÕÓÔØ c_1; c_2 | ËÏÒÎÉ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÈÞÌÅÎÁ. ôÏÇÄÁ

D(’) = a^2_1 − 4a_0a_2 = a^2_0 [( a_1 a_0

)_2

− 4a^2a_0 ] = = a^2_0[(c_1 + c_2)^2 − 4c_1c_2] = a^2_0(c_1 − c_2)^2:

œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ a_0; a_1; a_2 ∈ R, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÈÏÒÏ- ÛÏ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ ÔÕ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ É ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ËÏÒÎÅÊ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ ŒÙÛÅ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÉÍÅÀÔÓÑ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ:

1) c_1; c_2 ∈ R, c_1 ≠ c_2; ÔÏÇÄÁ c_1 − c_2 | ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ÎÕÌÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É D(’) > 0;

2) c_1 = c_2 ∈ R; ÔÏÇÄÁ c_1 − c_2 = 0 É D(’) = 0;

3) c_1 = c_2 =∈ R; ÔÏÇÄÁ c_1 − c_2 |ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ÎÕÌÑ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÏÅ ÞÉÓÌÏ É D(’) < 0.

þÔÏ ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ŒÁÖÎÏ, ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÏÄÓËÁÚÙŒÁÅÔ, ËÁË ÍÏÖ- ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

’ = a_0x^n + a_1x^{n−1} + : : : + a_{n−1}x + a_n ∈ K[x] (a_0 ≠ 0):

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ’ ÉÍÅÅÔ n ËÏÒÎÅÊ c_1; c_2; : : :; c_n ∈ K. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÏÇÄÁ ÅÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ D(’) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

D(’) = a^{2n−2}_0 ∏ i¿j (c_i − c_j )^2: (58)

(ðÏËÁÚÁÔÅÌØ ÐÒÉ a_0 ÎÅ ÔÁË ŒÁÖÅÎ; ÐÏÞÅÍÕ ÍÙ ŒÙÂÒÁÌÉ ÅÇÏ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÍ, ÂÕÄÅÔ ÑÓÎÏ ÉÚ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ.)

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, D(’) ÅÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÅ ÎÁ a^{2n−2}_0 ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 8.3) f = ∏ i¿j (x_i − x_j )^2

ÏÔ ËÏÒÎÅÊ ’. ïÐÉÓÁÎÎÁÑ Œ §3.8 ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÒÁÚÉÔØ D(’) ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ’. ôÁË ËÁË

deg_{x1} f = 2n − 2;

ÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 8.4 ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÏÂÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ´ ÓÔÅÐÅÎÉ 2n − 2 ÏÔ a_0; a_1; : : :; a_n:

D(’) = ´(a_0; a_1; : : :; a_n): (59) äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ´ ÎÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ’ ÉÍÅÅÔ n ËÏÒÎÅÊ Œ K. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔØ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ’ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (59).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ôÁË ËÁË f ÉÍÅÅÔ ÃÅÌÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÔÏ É ´ ÉÍÅÅÔ ÃÅÌÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 8.3).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ëÁË ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ’ ∈ K[x] ÓÔÅÐÅÎÉ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L ÐÏÌÑ K, Œ ËÏ- ÔÏÒÏÍ ’ ÉÍÅÅÔ n ËÏÒÎÅÊ. (îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ K = R, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ L = C .) ôÁË ËÁË ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ŒÙÛÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÎÁÄ ËÁËÉÍ ÐÏÌÅÍ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ’ (ÌÉÛØ ÂÙ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÌÅÖÁÌÉ Œ ÜÔÏÍ ÐÏÌÅ), ÔÏ ÄÌÑ D(’) ÂÕÄÅÔ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ (58), ÅÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ c_1; c_2; : : :; c_n ŒÚÑÔØ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ’ Œ ÐÏÌÅ L.

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (58) ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ’ ∈ C [x] ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ D(’) = 0. üÔÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÌÉÞÉÅ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏÍ: ÅÓÌÉ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÕÄÁÞÕ, ÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ, ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ’ | ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É c_1; c_2; c_3 | ÅÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ËÏÒÎÉ. ôÏÇÄÁ D(’) = a^4_0(c_1 − c_2)^2(c_1 − c_3)^2(c_2 − c_3)^2:

éÍÅÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÅÒÅ- ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ËÏÒÎÅÊ):

1) c_1; c_2; c_3 | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ; ÔÏÇÄÁ D(’) > 0;

2) c_1; c_2; c_3 ∈ R, c_2 = c_3; ÔÏÇÄÁ D(’) = 0; 3) c_1 ∈ R, c_2 = c_3 =∈ R; ÔÏÇÄÁ

D(’) = a^4_0[(c_1 − c_2)(c_1 − c_2)]^2(c_2 − c_2)^2 = = a^4_0|c_1 − c_2|^4(c_2 − c_2)^2 < 0:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ŒÙŒÏÄÕ, ÞÔÏ É Œ ÓÌÕÞÁÅ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒÅÈÞÌÅÎÁ: ŒÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ’ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ D(’) ⩾ 0.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ’ | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅ- ÎÉ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÊ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÔÏ sgn D(’) = (−1)^t;

ÇÄÅ t | ÞÉÓÌÏ ÐÁÒ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÍÎÉÍÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ’.

íÙ ÎÁÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÑŒÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ ËÕÂÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÎÏ ÐÅÒÅÄ ÜÔÉÍ ÓÄÅÌÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÝÉÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÉÅ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ.

ìÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÏÖÎÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÔØ, ÒÁÚÄÅÌÉŒ ÎÁ ÓÔÁÒ- ÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ, ÞÔÏ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔ ÅÇÏ ËÏÒÎÅÊ. äÁÌÅÅ, ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

’ = x^n + a_1x^{n−1} + a_2x^{n−2} + : : : + a_{n−1}x + a_n

ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÕÌÅŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ (ÉÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ÎÁÄ ÐÏ- ÌÅÍ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔ n) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÚÁÍÅÎÙ

x = y − a^1n

ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ

= y^n + b_2y^{n−2} + : : : + b_{n−1}y + b_n;

Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ y^{n−1} ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÔÁ- ËÏÇÏ ŒÉÄÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÏÌÎÙÍ. ðÒÉ n = 2 ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÍ ÓÐÏ- ÓÏÂÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. ðÒÉ n > 2 ÜÔÁ ÚÁÍÅÎÁ ÎÅ ÒÅÛÁÅÔ ÄÅÌÁ, ÎÏ, ŒÏ ŒÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÍÏÖÅÔ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ.

îÁÊÄÅÍ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÎÅÐÏÌÎÏÇÏ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

’ = x^3 + px + q: (60)

óÌÅÄÕÑ ÓÐÏÓÏÂÕ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÍÕ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 8.7, ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

f = (x_1 − x_2)^2(x_1 − x_3)^2(x_2 − x_3)^2

ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ff_1; ff_2; ff_3. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 6, É ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÒÁŒÅÎ x^4_1x^2. œÙÐÉÛÅÍ ÎÁÂÏÒÙ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÓÔÁÒÛÉÈ ÞÌÅ- ÎÏŒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ŒÓÔÒÅÔÉÔØÓÑ Œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÍ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1, É ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ: 4 2 0 ff^2_1ff^2 4 1 1 ff^3_1ff_3 3 3 0 ff^3_2 3 2 1 ff_1ff_2ff_3 2 2 2 ff^2_3 íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ f = ff^2_1 ff^2 + aff^3_1ff_3 + bff^3_2 + cff_1ff_2ff_3 + dff^2_3: (61) äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ D(’) ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÕÄÅÍ ÓÄÅÌÁÔØ Œ ŒÙÒÁÖÅ- ÎÉÉ (61) ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÕ ff_1 = 0; ff_2 = p; ff_3 = −q:

ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a É c ÎÅ ÂÕÄÕÔ ŒÌÉÑÔØ ÎÁ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØ- ÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÈ ÎÅ ÎÁÈÏÄÉÔØ.

äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ b É d ÂÕÄÅÍ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ (60) ÐÒÉÄÁŒÁÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x_1; x_2; x_3 ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÕËÁÚÁÎÎÙÅ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÁ- ÂÌÉÃÅ, Œ ÐÒÁŒÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÐÉÓÁÎÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ.

x_1 x_2 x_3 ff_1 ff_2 ff_3 f 1 −1 0 0 −1 0 4 −b = 4 2 −1 −1 0 −3 2 0 −27b + 4d = 0 ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, b = −4, d = −27 É D(’) = −4p^3 − 27q^2: (62) ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÄÅÍ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÁ ’ = x^3 − 0;3x^2 − 4;3x + 3;9:

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÚÁÍÅÎÙ y = x − 0;1 ÐÒÉŒÏÄÉÍ ÅÇÏ Ë ÎÅÐÏÌÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ (ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÙ ÐÏ ÓÈÅÍÅ çÏÒÎÅÒÁ ËÁË Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 2.3) = y^3 − 4;33y + 3;468:

ôÅÐÅÒØ ÎÁÈÏÄÉÍ:

D(’) = D( ) = 4 · 4;33^3 − 27 · 3;468^2 = 0;013 > 0:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ’ ÉÍÅÅÔ 3 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÙÈ ËÏÒÎÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. äÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÂ- ÝÅÇÏ ŒÉÄÁ ’ = a_0x^3 + a_1x^2 + a_2x + a_3 ÒÁŒÅÎ

D(’) = a^2_1a^2 − 4a^3_1a_3 − 4a_0a^3_2 + 18a_0a_1a_2a_3 − 27a^2_0a^2_3: éÚÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÐÏÓÏÂ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ K ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØ- ÎÙÊ (Ô. Å. ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ 1) ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÓËÁ- ÖÅÍ, w. ôÏÇÄÁ 1; w; w^{−1} | ÜÔÏ ŒÓÅ ËÕÂÉÞÅÓËÉÅ ËÏÒÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ- ÃÙ, É ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ œÉÅÔÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ w + w^{−1} = −1: (63) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

h_1 = x_1 + wx_2 + w^{−1}x_3; h_2 = x_1 + w^{−1}x_2 + wx_3: ðÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ x_2 É x_3 ÏÎÉ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ, Á ÐÒÉ ÐÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ x_1 É x_2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h_1 ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ wh_2, Á h_2 | Œ w^{−1}h_1. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f = h^3_1 + h^3_2; g = h_1h_2 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ. œÙÒÁÖÁÑ ÉÈ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ: f = 2ff^3_1 − 9ff_1ff_2 + 27ff_3; g = ff^2_1 − 3ff_2:

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ c_1 ; c_2 ; c_3 | ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (60). ðÏÌÏÖÉÍ d_1 = c_1 + wc_2 + w^{−1}c_3; d_2 = c_1 + w^{−1}c_2 + wc_3:

éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ d^3_1 + d^3_2 = −27q; d_1d_2 = −3p É, ÚÎÁÞÉÔ, d^3_1d^3_2 = −27p^3:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, d^3_1 É d^3_2 | ÜÔÏ ËÏÒÎÉ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^2 + 27qx − 27p^3 = 0:

òÅÛÁÑ ÅÇÏ, ÎÁÈÏÄÉÍ:

d^3_1 = 27 ( − q2 + √ p^3 27 + q^2 4 ) ; (64)

d^3_2 = 27 ( − q2 − √ p^3 27 + q^2 4 ) : (65)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÔÏÑÝÅÅ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÒÁÄÉËÁÌÁ, ÌÉÛØ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ − 1108 ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (60).

óËÌÁÄÙŒÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

c_1 + c_2 + c_3 = 0;

c_1 + wc_2 + w^{−1}c_3 = d_1; c_1 + w^{−1}c_2 + wc_3 = d_2;

Ó ÕÞÅÔÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (63) ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

c_1 = 13 (d_1 + d_2):

ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÕÍÅÒÁÃÉÑ ËÏÒÎÅÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ, ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÁÅÔ ŒÓÅ ÔÒÉ ËÏÒÎÑ, ÅÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ d_1 É d_2 ŒÙÂÉÒÁÔØ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ (64) É (65), ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÅÍ

d_1d_2 = −3p: (66)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ

c_{1;2;3} =^3 √ − q2 + √ p^3 27 + q^2 4 + 3 √ − q2 − √ p^3 27 + q^2 4 ; ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ëÁÒÄÁÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. æÏÒÍÕÌÁ ëÁÒÄÁÎÏ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÅÓÌÉ ÉÚŒÌÅËÁ- ÀÔÓÑ ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÎÅÅ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ É ËÕÂÉÞÅÓËÉÅ ËÏÒÎÉ. œ ÞÁÓÔ- ÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÒÅÛÁÅÍ ÐÏ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ËÕÂÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÔÏ ÎÁÍ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÎÁÓ

ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ. éÍÅÎÎÏ ÔÁË ÏÂÓÔÏ- ÉÔ ÄÅÌÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÔÒÉ ËÏÒÎÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙ: Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÉÓÌÏ, ÓÔÏÑÝÅÅ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÒÁÄÉËÁÌÁ, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÄÅÍ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 1. éÍÅ- ÅÍ: p^3 27 + q^2 4 = − 1 108D( ) ≈ −0;0000120;

ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÄÉËÁÌÏŒ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ ëÁÒÄÁÎÏ ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÞÉÓÌÏ

− q2 + √ p^3 27 + q^2 4 ≈ −1;734 + 0;00347i ≈ ≈ 1;73400[cos(ı − 0;00200) + i sin(ı − 0;00200)]:

ðÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÑÔØ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. õÓÌÏŒÉÅ (66) ÏÚÎÁÞÁÅÔ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÚŒÌÅÞÅÎÉÉ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ËÏÍÂÉ- ÎÉÒÏŒÁÔØ ÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÈ ÕÄŒÏÅÎÎÁÑ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

c_1 ≈ 2^3 √ 1;73400 cos ß − 0;002003 ≈ 1;20278;

c_2 ≈ 2^3 √ 1;73400 cos ß + 0;002003 ≈ 1;20001;

c_3 ≈ −2^3 √ 1;73400 cos 0;002003 ≈ −2;40277:

3.10. ðÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ

ôÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁË ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁÓÛÉÒÑÅÔÓÑ ÄÏ ÐÏÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÌÀÂÏÅ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ- ÛÉÒÉÔØ ÄÏ ÐÏÌÑ.

ðÕÓÔØ A | ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ (a; b), ÇÄÅ a; b ∈ A; b ≠ 0, É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ Œ ÎÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

(a_1; b_1) ∼ (a_2; b_2) ⇐⇒ a_1b_2 = a_2b_1:

òÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔØ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÞÅŒÉÄ- ÎÙ; ÄÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ. åÓÌÉ (a_1; b_1) ∼ (a_2; b_2) É

(a_2; b_2) ∼ (a_3; b_3), ÔÏ a_1b_2b_3 = a_2b_1b_3 = a_3b_1b_2;

ÏÔËÕÄÁ ÐÏÓÌÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÎÁ b_2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ: a_1b_3 = a_3b_1;

Ô. Å. (a_1; b_1) ∼ (a_3; b_3).

éÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (a; b) ∼ (ac; bc) (67) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ c ≠ 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÁÑ ÎÉÖÅ ÃÅÐÏÞËÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ, ÌÀÂÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ (a_1; b_1) ∼ (a_2; b_2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ ÔÉÐÁ (67):

(a_1; b_1) ∼ (a_1b_2; b_1b_2) = (a_2b_1; b_1b_2) ∼ (a_2; b_2:)

(íÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÕÍÎÏÖÉÌÉ ÏÂÁ ÞÌÅÎÁ ÐÁÒÙ (a_1; b_1) ÎÁ b_2, Á ÚÁÔÅÍ ÓÏËÒÁÔÉÌÉ ÏÂÁ ÞÌÅÎÁ ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÊÓÑ ÐÁÒÙ ÎÁ b_1.)

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÐÁÒ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ:

(a_1; b_1) + (a_2; b_2) = (a_1b_2 + a_2b_1; b_1b_2);

(a_1; b_1)(a_2; b_2) = (a_1a_2; b_1b_2):

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ Ó ÜÔÉÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ. œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÏÂÏÉÈ ÞÌÅÎÏŒ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÁÒ (a_1; b_1) É (a_2; b_2) ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ c ≠ 0 ÓÕÍÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÐÁÒ ÚÁÍÅÎÑÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÉÍ ÐÁÒÁÍÉ; ÎÏ ÏÞÅŒÉÄ- ÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÏÂÁ ÞÌÅÎÁ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÕÍÎÏÖÁÔÓÑ ÎÁ ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ c.

ëÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÐÁÒÕ (a; b), ÕÓÌÏŒÉÍÓÑ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ËÁË ĂÄÒÏÂØĄ ab (ÐÏËÁ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÓÉÍŒÏÌ, ÎÅ ÐÏÄÒÁ- ÚÕÍÅŒÁÀÝÉÊ ÆÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑ). œŒÉÄÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙ- ÛÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÐÁÒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÒÏÂÅÊ, ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÍÙÅ ÐÏ ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ: a_1 b_1 + a_2 b_2 = a_1b_2 + a_2b_1 b_1b_2 ;

a_1 b_1 a_2 b_2 = a_1a_2 b_1b_2 :

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÄÒÏÂÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÅ.

ìÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÒÏÂÅÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÏÂ- ÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ, Á ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÄÒÏÂÅÊ Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ ÚÎÁÍÅ- ÎÁÔÅÌÑÍÉ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÏÖÅÎÉÀ ÉÈ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏÖÅ- ÎÉÅ ÄÒÏÂÅÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ. äÒÏÂØ 01 (= 0b ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ b ≠ 0) ÓÌÕÖÉÔ ÎÕÌÅÍ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÄÒÏÂÅÊ, Á ÄÒÏÂØ −a b ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÁ ÄÒÏÂÉ a b . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÒÏÂÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ.

ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÞÅŒÉÄ- ÎÙ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒ- ÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÒÏÂÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ:

( a_1 b + a_2 b ) a_3

b_3 =

(a_1 + a_2)a_3 bb_3 = a_1a_3 + a_2a_3

bb_3 = a_1 b a_3 b_3 + a_2 b a_3 b_3 :

äÒÏÂØ 1 ÓÌÕÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÒÏÂÅÊ, Á

ÐÒÉ a ≠ 0 ÄÒÏÂØ ba ÏÂÒÁÔÎÁ ÄÒÏÂÉ ab .

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (ÉÌÉ ÐÏÌÅÍ ÄÒÏÂÅÊ) ËÏÌØÃÁ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Quot A.

óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÄÒÏÂÅÊ ŒÉÄÁ a1 ÓŒÏÄÑÔÓÑ Ë ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍ ÎÁÄ ÉÈ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÍÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, a 1 = b 1 ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ a = b. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÒÏÂÉ ÔÁËÏÇÏ ŒÉ- ÄÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄËÏÌØÃÏ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ A. õÓÌÏŒÉŒÛÉÓØ ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÌÑÔØ ÄÒÏÂØ ŒÉÄÁ a1 Ó ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a ËÏÌØÃÁ A, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÌØÃÁ A Œ ÐÏÌÅ Quot A. äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ a b b 1 = a 1 ; ÄÒÏÂØ ab ÒÁŒÎÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a É b ËÏÌØÃÁ A Œ ÐÏÌÅ

Quot A. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ab ÍÏÖÎÏ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÎÉ- ÍÁÔØ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

œ ÓÉÌÕ (67) ÄÒÏÂØ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅ- ÎÁÔÅÌØ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÉÌÉ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ (ÅÓÌÉ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ) ÎÁ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ A. åÓÌÉ A | ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ËÏÌØÃÏ, ÔÏ ÐÕÔÅÍ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÎÁ ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØ- ÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÌÀÂÁÑ ÄÒÏÂØ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ ab , ÇÄÅ (a; b) = 1. ôÁËÏÊ ŒÉÄ ÄÒÏÂÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÍ. (äÏ-

ÐÕÓËÁÑ ŒÏÌØÎÏÓÔØ ÒÅÞÉ, ÏÂÙÞÎÏ ÇÏŒÏÒÑÔ ÐÒÏÓÔÏ Ï ÎÅÓÏËÒÁÔÉ- ÍÏÊ ÄÒÏÂÉ.) îÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÊ ŒÉÄ ÄÒÏÂÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÎÁ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

ðÏÌÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ËÏÌØÃÁ ZÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ ÐÏÌÅ Q ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÌÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ËÏÌØÃÁ K[x] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ (ÉÌÉ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ K(x).

ëÁÖÄÁÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÄÒÏÂØ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ K ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ K, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÔÁÍ, ÇÄÅ ÅÅ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ (Œ ÎÅ- ÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ ÚÁÐÉÓÉ) ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÚÎÁÞÅ-

ÎÉÅÍ ÄÒÏÂÉ fg (f; g ∈ K[x]) Œ ÔÏÞËÅ c ∈ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ

f(c) g(c) . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÒÏ- ÂÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍ ÎÁÄ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÍÉ ÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ Œ ÉÈ ÏÂÝÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÄÒÏÂÉ f^1g_1 É f^2g_2 ÎÁÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ K ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÅ Œ ÉÈ ÏÂÝÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÔÏ f^1g_1 = f^2g_2 .

òÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÄÒÏÂØ fg ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ

deg f < deg g. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÁŒÉÌØ- ÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. œÓÑËÁÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÄÒÏÂØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ É ÐÒÁŒÉÌØ- ÎÏÊ ÄÒÏÂÉ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ f; g ∈ K[x], g ≠ 0. òÁÚÄÅÌÉÍ f ÎÁ g Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ Œ ËÏÌØÃÅ K[x]:

f = qg + r (q; r ∈ K[x]; deg r < deg g): (68)

ôÏÇÄÁ f g = q + r g ; (69)

ÐÒÉÞÅÍ rg | ÐÒÁŒÉÌØÎÁÑ ÄÒÏÂØ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (69)

ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (68), ÔÁË ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÉÓËÏÍÏÇÏ

ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÄÒÏÂÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ- ÓÔÉ ÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

éÚÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÅÏÒÉÀ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÕÀ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ ÐÒÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÄÒÏÂØ fg ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÊ, ÅÓÌÉ g = p^k, ÇÄÅ p ∈ K[x] | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, É deg f < deg p.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÑËÁÑ ÄÒÏÂØ ŒÉÄÁ a (x − c)^k

(a; c ∈ K)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÊ. œ ÓÌÕÞÁÅ K = C ÄÒÏÂÑÍÉ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÄÒÏÂÉ. œ ÓÌÕÞÁÅ K = R ÉÍÅ- ÀÔÓÑ ÅÝÅ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÄÒÏÂÉ ŒÉÄÁ ax + b (x^2 + px + q)^k

(a; b; p; q ∈ R);

ÇÄÅ p^2 − 4q < 0.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. œÓÑËÁÑ ÐÒÁŒÉÌØÎÁÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÄÒÏÂØ fg ÒÁÚ- ÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÄÒÏÂÅÊ. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÅÓÌÉ g = = p^{k1}_1 p^{k2}_2 : : : p^{ks}_s | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÔÏ ÄÒÏÂØ fg ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑÍÉ

p_1; p^2_1; : : :; p^{k1}_1 ; p_2; p^2; : : :; p^{k2}_2 ; : : :; p_s; p^2_s; : : :; p^{ks}_s : ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅ- ÎÉÑ ÄÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g. åÓÌÉ g | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÔÏ ÓÁÍÁ ÄÒÏÂØ fg ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÊ. åÓÌÉ g = p^k, ÇÄÅ p | ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÔÏ ÒÁÚÄÅÌÉÍ f ÎÁ p Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ: f = qp + r; deg r < deg p:

íÙ ÔÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ: f g = q p^{k−1} + r p^k :

œÔÏÒÏÅ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÊ ÄÒÏÂØÀ, Á ÐÅÒŒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÏ Œ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ÓÏ ÚÎÁÍÅ- ÎÁÔÅÌÑÍÉ p; p^2; : : :; p^{k−1} ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ s ⩾ 2. ôÁË ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ p^{k1}_1 É h = p^{k2}_2 : : :p^{ks}_s ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ u É v, ÞÔÏ f = up^{k1}_1 + vh: (70) íÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ deg u < deg h: (71) œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÒÁÚÄÅÌÉÍ u ÎÁ h Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ: u = qh + r; deg r < deg h:

òÁŒÅÎÓÔŒÏ (70) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÇÄÁ ÐÅÒÅÐÉÓÁÎÏ Œ ŒÉÄÅ f = rp^{k1}_1 + (v + qp^{k1}_1 )h = u_1p^{k1}_1 + v_1h;

ÇÄÅ u_1 = r, v_1 = v + qp^{k1}_1 É deg u_1 < deg h.

œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ (71), ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (70) ÎÁ g. íÙ ÔÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ: f g = u h + v p^{k1}_1 : œ ÓÉÌÕ (71) ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÄÒÏ- ÂØÀ. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÏ Œ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑÍÉ p_2; p^2; : : :; p^{k2}_2 ; : : :; p_s; p^2_s; : : :; p^{ks}_s :

œÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÄÒÏÂØÀ ËÁË ÒÁÚÎÏÓÔØ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ É ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚ- ÌÏÖÅÎÏ Œ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑÍÉ p_1; p^2_1; : : :; p^{k1}_1 :

üÔÏ É ÄÁÅÔ ÎÕÖÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÒÏÂÉ fg .

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÔÏ, ŒÙÞÉÔÁÑ ÏÄÎÏ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÉÄÁ u_{11} p_1 + u_{12} p^2_1

+ : : : + u_{1k1} p^{k1}_1

+ u^{21}p_2 + u^{22} p^2

+ : : : + u_{2k2} p^{k2}_2 + + u^{s1}p_s + u^{s2} p^2_s

+ : : : + u_{sks} p^{ks}_s

= 0;

ÇÄÅ deg u_{ij} < deg p_i. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ u_{ij} ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÓÒÅÄÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ u_{11}; u_{12}; : : :; u_{1k1} ÉÍÅÀÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ, É ÐÕÓÔØ u_{1k} (k ⩽ k_1) | ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÚ ÎÉÈ. õÍÎÏÖÉŒ ÔÏÇÄÁ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁ p^k_1p^{k2}_2 : : :p^{ks}_s , ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÕÍ- ÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ËÏÔÏÒÏÊ, ËÒÏÍÅ u_{1k}p^{k2}_2 : : : p^{ks}_s , ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p_1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ÜÔÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔØ- ÓÑ ÎÁ p_1, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË deg u_{1k} < deg p_1.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ g = (x − c_1)(x − c_2) : : :(x − c_n);

ÇÄÅ c_1; c_2; : : :; c_n ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ôÏÇÄÁ f g = a_1 x − c_1 + a_2 x − c_2 + : : : + a_n x − c_n ;

ÇÄÅ a_1; a_2; : : :; a_n ∈ K. äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ a_i ÕÍÎÏÖÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ g É ÐÏÌÏÖÉÍ x = c_i. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÇÄÁ:

f(c_i) = a_i(c_i − c_1) : : :(c_i − c_{i−1})(c_i − c_{i+1}) : : :(c_i − c_n) = a_ig^′(c_i); ÏÔËÕÄÁ a_i = f(c_i) g^′(c_i) : éÔÁË, f g = n∑ i=1 f(c_i) g^′(c_i)(x − c_i)

(72)

(ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ deg f < deg g). éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ, ÕÍÎÏÖÉŒ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ g, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÎÔÅÒ- ÐÏÌÑÃÉÏÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ìÁÇÒÁÎÖÁ f = n∑ i=1 b_i

(x − c_1) : : : (x − c_{i−1})(x − c_{i+1}) : : : (x − c_n) (c_i − c_1) : : : (c_i − c_{i−1})(c_i − c_{i+1}) : : : (c_1 − c_n) ;

ÚÁÄÁÀÝÕÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÓÔÅÐÅÎÉ < n, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊ Œ ÔÏÞËÁÈ c_1; c_2; : : :; c_n ÚÎÁÞÅÎÉÑ b_1; b_2; : : :; b_n.

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÚÁÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 1 x^n − 1 = 1 n n−1∑ i=0 ”_i x − ”_i ;

ÇÄÅ "_0; "_1; : : :; "_{n−1} | ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ËÏÒÎÉ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉ- ÎÉÃÙ.

úÁÄÁÞÁ 3. òÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ÎÁÄ ÐÏ- ÌÅÍ Z_p (p | ÐÒÏÓÔÏÅ) ÄÒÏÂØ 1x_p − x .

ðÒÉÍÅÒ 2. íÅÔÏÄ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ, ÉÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÎÎÙÊ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ, ÒÁÚÕÍÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ É Œ ÂÏ- ÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. òÁÚÌÏÖÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÅÊ- ÛÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ÎÁÄ R ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÄÒÏÂØ x (x + 1)(x^2 + 1)^2 : éÍÅÅÍ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ: x (x + 1)(x^2 + 1)^2

= ax + 1 + bx + c x^2 + 1

+ dx + e (x^2 + 1)^2 ; ÇÄÅ a; b; c; d; e | ËÁËÉÅ-ÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÌÑ ÉÈ ÎÁÈÏ- ÖÄÅÎÉÑ ÕÍÎÏÖÉÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁ (x + 1)(x^2 + 1)^2:

x = a(x^2 + 1)^2 + (bx + c)(x + 1)(x^2 + 1) + (dx + e)(x + 1): ðÏÌÏÖÉŒ Œ ÜÔÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ x = −1 É x = i, ÐÏÌÕÞÉÍ:

−1 = 4a; i = (di + e)(i + 1) = (e − d) + (d + e)i; ÏÔËÕÄÁ a = − 14 ; d = e = 12 :

äÁÌÅÅ, ÓÒÁŒÎÉŒ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÞÌÅÎÙ É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ x^4, ÐÏ- ÌÕÞÉÍ:

0 = a + c + e; 0 = a + b; ÏÔËÕÄÁ b = 14 ; c = − 14 :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, x (x + 1)(x^2 + 1)^2

= − 1

4(x + 1)

+ x − 1 4(x^2 + 1)

+ x + 1 2(x^2 + 1)^2 :