1 ëÕÒÓ, ôÏÐÏÌÏÇÉÑ 1

17.09.2004

çÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ É ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

þÁÓÔØ 1. çÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ

ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ∈ C_b(S^n; X) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÆÅÒÏÉÄÁÍÉ (ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S^n ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÏÞËÕ (1; 0; : : :; 0)). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ß_n(X) = ß_b(S^n; X) ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÆÅÒÏÉÄÏŒ.

ðÒÉÍÅÒ 1.1. éÍÅÅÍ ß_0(X) = { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X }. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, C_b(S^0; X) = X, Á ÇÏÍÏÔÏÐÎÏÓÔØ | ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÓŒÑÚÁÔØ ÔÏÞËÉ ÐÕÔÅÍ.

ìÅÍÍÁ 1.2. éÍÅÅÍ ß_n(X) = ß_b(I^n=@I^n; X). éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÊ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÕ Œ ÏÔÍÅÞÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÉÍÅÅÍ I^n=@I^n ∼= D^n=S^{n−1} ∼= S^n. □ ìÅÍÍÁ 1.3. ðÒÉ n ⩾ 1 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ß_n(X) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÓÔÑÇÉŒÁÎÉÅ ÜËŒÁÔÏÒÁ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ ÓÆÅÒÕ Œ ÂÕËÅÔ ÄŒÕÈ ÓÆÅÒ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÆÅ- ÒÏÉÄÏŒ, ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÜÔÏÇÏ ÓÔÑÇÉŒÁÎÉÑ Ó ÂÕËÅÔÏÍ ÓÆÅÒÏÉÄÏŒ. æÏÒÍÁÌØÎÏ

(f · g)(x_0; : : :; x_n) = f(1 − 2x_n; 2

√_{xn}

1+x_n x0; : : : ; 2

√_{xn}

1+x_n xn−1); ÐÒÉ xn ⩾ 0;

g(1 + 2x_n; 2

√_{−xn}

1−x_n x0; : : : ; 2

√_{−xn}

1−x_n xn−1); ÐÒÉ xn ⩽ 0:

îÁ ĂÑÚÙËÅ ËÕÂÏŒĄ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÝÅ:

(f · g)(x_1; : : : ; x_n) = { f(x_1; : : : ; 2x_n); ÐÒÉ x_n ⩽ 1=2; g(x_1; : : :; 2x_n − 1); ÐÒÉ x_n ⩾ 1=2:

ðÒÏŒÅÒËÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÚÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÕÐÐÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ ËÕÂÏŒ. □ çÒÕÐÐÁ ß_n(X) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X, Á ÇÒÕÐÐÁ ß_1(X) | ÅÇÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ.

ðÒÉÍÅÒ 1.4. ïÐÉÛÅÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÂÏÌÅÅ ÑŒÎÏ. ðÕÓÔØ ff; fi : I → X | ÔÁËÉÅ ÐÕÔÉ, ÞÔÏ ËÏÎÅÃ ff ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ fi. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÕÔØ fi ∘ ff : I → X ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(fi ∘ ff)(t) = { ff(2t); ÐÒÉ t ⩽ 1=2; fi(2t − 1); ÐÒÉ t ⩾ 1=2:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÌÁÓÓÏŒ ÐÕÔÅÊ, É ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ. ìÅÍÍÁ 1.5. ðÒÉ n ⩾ 2 ÇÒÕÐÐÁ ß_n(X) ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÑÚÙËÏÍ ËÕÂÏŒ. ëÕÂ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ⩾ 2 ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÎÁ (n − 2)-ÍÅÒÎÙÊ ËÕÂ. ðÕÓÔØ Ë ÌÅŒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÅ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ f, Á Ë ÐÒÁŒÏÊ | g. ðÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ Œ 3 ÜÔÁÐÁ. œÎÁÞÁÌÅ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÓÏÖÍÅÍ ÌÅŒÕÀ É ÐÒÁŒÕÀ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÄÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÅÎØËÉÈ ÒÁÚÍÅÒÏŒ, ÏÔÏÂÒÁÚÉŒ ÏÓÔÁŒÛÉÅÓÑ ÔÏÞËÉ ËŒÁÄÒÁÔÁ Œ ÏÔÍÅÞÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X. úÁÔÅÍ ÐÅ- ÒÅÄŒÉÎÅÍ ÌÅŒÙÊ ÕÞÁÓÔÏË ŒÐÒÁŒÏ, Á ÐÒÁŒÙÊ ŒÌÅŒÏ. îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÕŒÅÌÉÞÉÍ ÉÈ ÄÏ ÐÏÌÏŒÉÎ ËŒÁÄÒÁÔÁ. □ ìÅÍÍÁ 1.6. äÌÑ ŒÓÅÈ n ⩾ 1 ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ X → ß_n(X) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÇÒÕÐÐ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ ’ : X → Y | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ’_∗ : ß_n(X) → ß_n(Y ) ÆÏÒÍÕÌÏÊ ’_∗(f) = ’ ∘ f:

ôÁË ËÁË f ∼ g ŒÌÅÞÅÔ ’_∗(f) ∼ ’_∗(g), a ’ ∼ ŒÌÅÞÅÔ ’_∗(f) ∼ _∗(f), ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ß_b(X; Y ) → Hom(ß_n(X); ß_n(Y )). ôÏ, ÞÔÏ ’_∗ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐÁÈ. é, ÎÁËÏÎÅÃ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (’ ∘ )_∗ = ’_∗ ∘ _∗ ÔÏÖÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. □ 1

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.7. çÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.8. çÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙ.

ðÕÓÔØ X^∘ | ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ìÅÍÍÁ 1.9. œËÌÀÞÅÎÉÅ X^∘ → X ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ß_n(X^∘) ∼= ß_n(X) ÐÒÉ n ⩾ 1.

ðÕÓÔØ ff : I → X | ÐÕÔØ ÉÚ x_0 Œ x_1. œÙÂÅÒÅÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÕÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ’ : S^n → S^n∨I (ĂŒÙÔÑÇÉŒÁÎÉÅ ÈŒÏÓÔÉËÁĄ) É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ff_# : ß_n(X; x_0) → ß_n(X; x_1) ÆÏÒÍÕÌÏÊ ff_#(f) = (f ∨ ff) ∘ ’:

ìÅÍÍÁ 1.10. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ff_# ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ É ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÐÕÔÉ ff. åÓÌÉ ff | ÐÅÔÌÑ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ff → ff_# ÚÁÄÁÅÔ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ß_n(X). ðÒÉ n = 1 | ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ, ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÐÕÔÉ ff É ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ff_# ÐÒÏŒÅÒÑÀÔÓÑ ÔÁË ÖÅ ËÁË É Œ ÌÅÍÍÅ 1.6. éÚ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔÉ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÐÕÔÅÊ ÓÌÅÄÕÅÔ (fi ∘ ff)_#(f) = fi_#(ff_#(f)), ÚÎÁÞÉÔ, ff_# | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ß_1(X) ÎÁ ß_n(X). îÁËÏÎÅÃ, Œ ÓÌÕÞÁÅ n = 1 ÉÍÅÅÍ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ff_#(f) = ff ∘f ∘ff^{−1}, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÅÔÌÉ ff ËÁË ÒÁÚ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅÍ. □

þÁÓÔØ 2. òÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. íÏÒÆÉÚÍ p : E → B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ Œ ÓÍÙÓÌÅ çÕÒÅŒÉÞÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ŒÙÐÏÌÑ- ÎÅÔÓÑ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ (CHP)

(CHP)

ÅÓÌÉ ~g : Z → E | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, Á G : Z × I → B | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ G(z; 0) = p(~g(z)), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ~G : Z × I → E, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ p( ~G(z; t)) = G(z; t) É ~G(z; 0) = ~g(z):

Z^{g̃} � � E p � Z × I^G � ~G � � � � B ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ p, Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E | ÅÇÏ ÔÏÔÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ p : E → B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÓÏ ÓÌÏÅÍ F , ÅÓÌÉ ŒÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ ÂÁÚÙ B ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ U ⊂ B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : p^{−1}(U ) → U × F , ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÊ Ó ÐÒÏÅËÃÉÑÍÉ ÎÁ U .

ðÒÉÍÅÒ 2.2. ðÒÏÅËÃÉÑ ÌÅÎÔÙ íÅÂÉÕÓÁ ÎÁ ÓÒÅÄÎÀÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ | ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. ôÅÏÒÅÍÁ 2.3. ìÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ Œ ÓÍÙÓÌÅ çÕÒÅŒÉÞÁ.

íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (CHP) ÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ Z = I^n. ìÅÍÍÁ 2.4. ìÀÂÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ ËÕÂÏÍ I^n ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ E → I^n | ÔÁËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. éÚ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔÉ É ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ËÕÂÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÚÂÉÔØ ËÕÂ ÎÁ M^n ËÕÂÉËÏŒ I^n_1 ; : : :; I^n_M n Ó ÄÌÉÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ 1=M , ÔÏ ÎÁÄ ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ I^n = I^n_1 ∪I^n_2 , ÔÁË ÞÔÏ I^n_1 ∩I^n_2 = I^{n−1}, ÔÏ ÉÚ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ I^n_1 É I^n_2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÅÇÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÎÁÄ I^n. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ’_1 : p^{−1}(I^n_1 ) → I^n_1 × F É ’_2 : p^{−1}(I^n_2 ) → I^n_2 × F | ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ f : I^{n−1} × F → F ÆÏÒÍÕÌÏÊ (x; f(x; y)) = ’_1(’^{−1}_2 (x; y)), ŒÙÂÅÒÅÍ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÕÀ ÎÁ I^{n−1} ÐÒÏÅËÃÉÀ ß : I^n_2 → I^{n−1}, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ g : I^n_2 × F → I^n_2 × F ÆÏÒÍÕÌÏÊ g(x; y) = (x; f(ß(x); y)) É ÐÏÌÏÖÉÍ ’^′_2(x; y) = g ∘ ’_2 : p^{−1}(I^n_2 ) → I^n_2 × F . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ’^′_2 | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓËÌÅÉŒÁÅÔÓÑ Ó ’_1 ÄÏ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÎÁ ŒÓÅÍ I^n. □

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Z | ËÕÂ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ E^′ = { (z; t; e) ∈ Z × I × E | G(z; t) = p(e) }, ŒÌÏÖÅÎÉÅ ~g^′ : Z → E^′, z → (z; 0; ~g(z)) É ÐÒÏÅËÃÉÉ ¸ : E^′ → E, (z; t; e) → e, p^′ : E^′ → Z × I, (z; t; e) → (z; t). ñÓÎÏ, ÞÔÏ p^′ | ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ (ÄÌÑ ÔÏÞËÉ (z; t) ∈ Z × I ŒÙÂÅÒÅÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÏÞËÉ G(z; t) ∈ B É ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÀ ’ : p^{−1}(U ) → U × F É ÚÁÄÁÄÉÍ ’^′ : G^{−1}(U ) → p^{′−1}(G^{−1}(U )) → G^{−1}(U ) × F ÆÏÒÍÕÌÏÊ ’^′(z; t; e) = (z; t; p_F ∘ ’(e)), ÇÄÅ p_F : U × F → F | ÐÒÏÅËÃÉÑ). ôÁË ËÁË Z × I | ËÕÂ, ÔÏ p^′ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÀ ˘ : E^′ → Z × I × F É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ~G^′ : Z × I → E^′, (z; t) → ˘^{−1}(z; t; p_F (˘(~g^′(z)))). ôÏÇÄÁ ~G = ¸ ∘ ~G^′ : Z × I → E | ÉÓËÏÍÁÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ. □ ðÕÓÔØ B | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ E = C(I; B), p(f) = f(1). ìÅÍÍÁ 2.5. íÏÒÆÉÚÍ p : E → B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ Œ ÓÍÙÓÌÅ çÕÒÅŒÉÞÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ C(Z; C(I; B)) = C(Z ×I; B) É C(Z ×I; C(I; B)) = C(Z ×I ×I; B). æÁËÔÉÞÅÓËÉ, ÐÅÒÅÄ ÎÁÍÉ ÚÁÄÁÞÁ: ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ ŒÅÒÈÎÅÊ É ÌÅŒÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÄÏ ÆÕÎËÃÉÉ ~G, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ŒÓÅÍ ËŒÁÄÒÁÔÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÕÄÏÂÎÏ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÙÌÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÎÁ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅ. äÏÂÉÔØÓÑ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁË:

g̃

G ~G ~G(z; t)(ø ) = { ~g(z)(ø (1 + t)); ÐÒÉ ø (1 + t) ⩽ 1, G(z; ø (1 + t) − 1); ÐÒÉ ø (1 + t) ⩾ 1. □ âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : X → Y É f_1 : X_1 → Y_1 ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ’ : X_1 → X É : Y_1 → Y , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ f ∘’ ∼ ∘f_1 (ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ Œ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ).

ìÅÍÍÁ 2.6. œÓÑËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÏÌÏÖÉÍ Y_1 = Y , X_1 = { (x; s) ∈ X × C(I; Y ) | s(0) = f(x) }, É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ f_1(x; s) = s(1), ’(x; s) = x, = Id_Y . ôÏ, ÞÔÏ f_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÌÅÍÍÅ 2.5: ÅÓÌÉ h : Z → X | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f(h(z)) = ~g(z; 0), ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ H : Z × I → X ÆÏÒÍÕÌÏÊ H(z; t) = h(z). ôÏ, ÞÔÏ | ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ | ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ’ | ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ Œ : X → X_1 ÆÏÒÍÕÌÏÊ Œ(x) = (x; s_x), ÇÄÅ s_x(t) ≡ x | ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÐÕÔØ. ôÏÇÄÁ ’ ∘ Œ = Id_X , Á Œ ∘ ’(x; s) = (x; s_x). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ˘ : X_1 × I → X_1 ÆÏÒÍÕÌÏÊ ˘((x; s(ø )); T ) = (x; s(ø T )). □ ìÅÍÍÁ 2.7. œÓÅ ÓÌÏÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ p : E → B Ó ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÊ ÂÁÚÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÉ x; y ∈ B É ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÉÈ ÐÕÔÅÍ s ∈ E(B; x; y). ðÕÓÔØ F_x = p^{−1}(x), F_y = p^{−1}(y). œÏÚØÍÅÍ Z = F_x, ~g(z) = z; G(z; t) = s(t);

ŒÙÂÅÒÅÍ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÕÀ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ~G : F_x × I → E É ÐÏÌÏÖÉÍ ’(z) = ~G(z; 1). ôÏÇÄÁ p(’(z)) = p( ~G(z; 1)) = G(z; 1) = s(1) = y, ÔÏ ÅÓÔØ ’ : F_x → F_y. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ŒÏÚØÍÅÍ Z^′ = F_y, ~g^′(z) = z; G^′(z; t) = s(1 − t);

ŒÙÂÅÒÅÍ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÕÀ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ~G^′ : F_x × I → E É ÐÏÌÏÖÉÍ ’^′(z) = ~G^′(z; 1). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ’^′ : F_y → F_x. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ’^′ ∘ ’ ∼ Id_{Fx} . ðÏÌÏÖÉÍ Z^∗ = F_x × I,

~g^∗(z; t) = { ~G(z; 2t); ÐÒÉ t ⩽ 1=2, ~G′(’(z); 2t − 1)); ÐÒÉ t ⩾ 1=2; G^∗(z; t; ø ) = { s(2t(1 − ø )); ÐÒÉ t ⩽ 1=2, s(2(1 − t)(1 − ø )); ÐÒÉ t ⩾ 1=2;

É ŒÙÂÅÒÅÍ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÕÀ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ~G^∗ : F_x × I × I → E. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ J ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÅŒÏÊ, ŒÅÒÈÎÅÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÓÔÏÒÏÎ ËŒÁÄÒÁÔÁ I × I. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

p( ~G^∗(z; 0; ø )) = G^∗(z; 0; ø ) = s(0); p( ~G^∗(z; 1; ø )) = G^∗(z; 1; ø ) = s(0); p( ~G^∗(z; t; 1)) = G^∗(z; t; 1) = s(0); Á s(0) = x. úÎÁÞÉÔ ~G^∗ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ F_x × J Œ F_x. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

~G^∗(z; 0; 0) = ~g^∗(z; 0) = ~G(z; 0) = ~g(z; 0) = z; ~G^∗(z; 1; 0) = ~g^∗(z; 1) = ~G^′(’(z); 1) = ’^′(’(z));

Á J ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÒÅÚËÕ, ÐÏÜÔÏÍÕ ~G^∗_{Fx×J} ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÉÓËÏÍÕÀ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ’ ∘ ’^′ ∼ Id_{Fy} . □ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.8. çÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÍ ÓÌÏÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : X → Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÇÏ ÅÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ 2.9. ðÕÓÔØ X = ∗, Y | ÌÀÂÏÅ, f(∗) = y_0 ∈ Y . ôÏÇÄÁ X_1 = { s ∈ C(I; Y ) | s(0) = y_0 } = E(Y ; y_0), Á p^{−1}(y_0) = { s ∈ E(Y ; y_0) | s(1) = y_0 } = ˙(Y ; y_0). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÊ ÓÌÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÔÏÞËÉ | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÅÔÅÌØ.