
Ââåäåíèå â òåîðèþ ÷èñåë Ëèñòîê 1Ïîëÿ, ðàñøèðåíèÿ ïîëåé. Êîíå÷íûå ïîëÿ.Çàäà÷à 1 (òðàíñöåíäåíòíûå ðàñøèðåíèÿ). a)Ïóñòü x òðàíñöåíäåíòåí (ò.å. íå àëãåá-ðàè÷åí) íàä ïîëåì F; à K ⊂ F (x) � ïîäïîëå, íå ñîâïàäàþùåå ñ F: Ïîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíòx àëãåáðàè÷åí íàä K:b)Ïóñòü x òðàíñöåíäåíòåí íàä ïîëåì F; à � : F → E � âëîæåíèå F â íåêîòîðîå ïîëå E.Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ è ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè � ïðîäîëæàåòñÿ äî âëîæåíèÿ F (x) â E?Çàäà÷à 2 (âëîæåíèÿ R è C). a)Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé ãîìîìîð�èçì ïîëåé èç R â Ráèåêòèâåí.b) (äëÿ çíàêîìûõ ñ áàçèñàìè òðàíñöåíäåíòíîñòè) Äîêàæèòå, ÷òî C èçîìîð�íî áåñêî-íå÷íîìó ÷èñëó ñâîèõ ñîáñòâåííûõ ïîäïîëåé.)Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà Aut(C) àâòîìîð�èçìîâ ïîëÿ C íåñ÷åòíà.Çàäà÷à 3 (ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ). a)Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíü ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíàñòåïåíè n äåëèò n!:b)Ñêîëüêî êîðíåé â F16 èìåþò ìíîãî÷ëåíû x3 − 1; x4 − 1; x15 − 1; x17 − 1? Ïîñòðîéòå èõïîëÿ ðàçëîæåíèÿ.) �àçëîæèòå íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåí x4 + 1 íàä ïîëÿìè F5; F25 è F125:Íàéäèòå åãî ïîëå ðàçëîæåíèÿ.d)Ïîñòðîéòå ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà x5 − 2 íàä Q:e)Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí xp−x−a íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p ëèáî íåïðèâîäèì, ëèáîðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè.f)Íàéäèòå ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà xpm − 1 ∈ Fp[x℄: Êàêîâà åãî ñòåïåíü íàä Fp?Çàäà÷à 4 (êóáè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû). Ïóñòü harK 6= 2; 3:a)Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí íàä K ìîæåò áûòü ïðèâåäåí ê âèäó P (x) =x3 + px+ q ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííîé x:b)Ïóñòü �1; �2; �3 � êîðíè P (x) â íåêîòîðîì àëãåáðàè÷åñêîì çàìûêàíèè ïîëÿ K: Äîêàæ-èòå, ÷òî äèêðèìèíàíò D = (�1 − �2)2(�2 − �3)2(�1 − �3)2 ëåæèò â K: Âûðàçèòå D ÷åðåçp è q.)Ïóñòü L � ïîëå ðàçëîæåíèå P (x): Ïîêàæèòå, ÷òî L = K(�1); åñëè D � êâàäðàò â K èL = K(√D;�1) èíà÷å.d∗)Îáîáùèòå óòâåðæäåíèå ïóíêòà b) íà ìíîãî÷ëåíû ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè. Êàêîâ â ýòîìñëó÷àå àíàëîã óòâåðæäåíèÿ èç ïóíòêà )?Çàäà÷à 5 (ïîñòðîåíèÿ öèðêóëåì è ëèíåéêîé). Çà�èêñèðóåì íà ïëîñêîñòè åäèíè÷íûéîòðåçîê. Ìíîæåñòâî E ñîñòîèò èç äëèí âñåõ îòðåçêîâ, êîòîðûå ìîæíî ïîñòðîèòü öèðêóëåìè ëèíåéêîé, ÷èñåë, ïðîòèâîïîëîæíûõ èì, è íóëÿ.a)Ïîêàæèòå, ÷òî E � ïîëå è, åñëè x ∈ E; x > 0; òî √x ∈ E:b)Îïèøèòå E àëãåáðàè÷åñêè.)Âåðíî ëè, ÷òî 3√2 =∈ E? Ìîæíî ëè â îáùåì ñëó÷àå ðàçäåëèòü óãîë íà òðè ðàâíûå ÷àñòèñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè? Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü öèðêóëåì è ëèíåéêîé ïðàâèëüíûé7-ìè óãîëüíèê?d∗)Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ n ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê ìîæíî ïîñòðîèòü öèðêóëåì è ëèíåéê-îé?Çàäà÷à 6 (íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè). Ïóñòü q = pf �ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà p; k = Fq � êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ.a)Ïîêàæèòå, ÷òî íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí f(x) äåëèò xqn −x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàñòåïåíü f(x) äåëèò n:



Ââåäåíèå â òåîðèþ ÷èñåë Ëèñòîê 1b)Äîêàæèòå, ÷òî xqn − x = ∏d|n ∏fd−íåïðèâîäèì fd(x);ãäå ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì íåïðèâîäèìûì íàä k ìíîãî÷ëåíàì ñòåïåíè d ñî ñòàðøèìêîý��èöèåíòîì 1: Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî qn = ∑d|n d (d); ãäå  (d) � ÷èñëî íåïðèâîäèì-ûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè d: Ýòî ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó (âû÷èñëåíèå äçåòà-�óíêöèè à��èííîé ïðÿìîé): 11− qt = ∞
∏d=1(1− td)− (d):)Ïîëó÷èòå ðàâåíñòâî n (n) = ∑d|n �(d)qn=d; ãäå �(d) � �óíêöèÿ Ì¼áèóñà, ðàâíàÿ 0, åñëèd äåëèòñÿ íà êâàäðàò íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà è (−1)r; åñëè n = p1 : : : pr � ïðîèçâå-äåíèå ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë (ýòî äàåò àëüòåðíàòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿêîíå÷íûõ ïîëåé Fpr ïðè r ≥ 2).Çàäà÷à 7 (êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè). Ïóñòü q = pf � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëàp; k = Fq: Íàïîìíèì, ÷òî ñèìâîë Ëåæàíäðà (xp) äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p 6= 2 è x ∈ F∗p ðàâåí1, åñëè x � êâàäðàò â Fp; è −1 èíà÷å.a)Ïîêàæèòå, ÷òî, åñëè p = 2; òî êàæäûé ýëåìåíò ïîëÿ k ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì, à, åñëè p 6= 2;òî êâàäðàòû îáðàçóþò ïîäãðóïïó èíäåêñà 2 â k∗; êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ãîìîìîð�èçìàx 7→ x(q−1)=2; ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèÿ ±1: Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî (xp) = x(p−1)=2:b)Äîêàæèòå, ÷òî (1p) = 1; (−1p ) = (−1)(p−1)=2; (2p) = (−1)(p2−1)=8:Ïîäñêàçêà: âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî (� + �−1)2 = 2, åñëè � � ïðèìèòèâíûé êîðåíü 8-îéñòåïåíè èç 1 â àëãåáðàè÷åñêîì çàìûêàíèè ïîëÿ Fp:)Ïóñòü äàíî íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî l 6= p; à ! 6= 1 � êîðåíü ñòåïåíè l èç 1 â àëãåá-ðàè÷åñêîì çàìûêàíèè ïîëÿ Fp: Îïðåäåëèì ñóììó �àóññà y = ∑x∈Fl (xl)!x: Äîêàæèòå, ÷òîy2 = (−1)(l−1)=2l:d)Ïîêàæèòå, ÷òî yp−1 = (pl); è ïîëó÷èòå îòñþäà êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè �àóññà:

(lp) = (pl)(−1)(p−1)(l−1)=4:Çàäà÷à 8 (êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè).a)Ïóñòü f(x; y) = ax2 + 2bxy + y2 � êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ñ îïðåäåëèòåëåì d = a − b2:Ïóñòü d 6= 0 â Fp: Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî íåíóëåâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ f(x; y) = 0 â Fpðàâíî (p− 1)(1 + (

−dp )

).b∗)Ïóñòü p 6= 2� ïðîñòîå, f(x1; : : : ; xn) � êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ñ îïðåäåëèòåëåì d 6= 0 â
Fp: Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî íåíóëåâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ f(x1; : : : ; xn) = 0 â ïîëå Fp ðàâíîpn−1 − 1 + (p− 1) ((−1)n=2dp ) pn=2−1 ïðè ÷åòíîì n è pn−1 − 1 ïðè íå÷åòíîì n.Ïîäñêàçêà: ïðèâåäèòå �îðìó f ê âèäó y1y2 + g(y3; : : : ; yn):∗)Â ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà íàéäèòå ÷èñëî ðåøåíèé â ïîëå Fp óðàâíåíèÿf(x1; : : : ; xn) = a:


