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Êîíñïåêò ñ êîíñïåêòà

I. Ãðóïïû è àëãåáðû Ëè.

A. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1. Ãðóïïà Ëè � ýòî ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå G ñ âûäåëåííîé òî÷êîé 1 ∈ G,

ñíàáæ¼ííîå äâóìÿ ãëàäêèìè îòîáðàæåíèÿìè m : G × G → G, i : G → G (óìíîæåíèå è

âçÿòèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Àññîöèàòèâíîñòü: m(m(a, b), c) = m(a,m(b, c)) äëÿ âñåõ a, b, c ∈ G;

2. Ñóùåñòâîâàíèå åäèíèöû: m(1, a) = m(a, 1) = a äëÿ âñåõ a ∈ G;

3. Îáðàòèìîñòü óìíîæåíèÿ: m(a, i(a)) = m(i(a), a) = 1 äëÿ âñåõ a ∈ G.

Îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ: m (a, b) = ab = a · b, i (a) =

a−1. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû, ñîîòâåòñòâåííî ñ

çàìåíîé ñëîâ ½ìíîãîîáðàçèå� íà ½àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû� è ½ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ� íà

½ðåãóëÿðíûå îòîáðàæåíèÿ�. Ïîäîáíûì æå îáðàçîì ââîäÿòñÿ áèðàöèîíàëüíûå ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå 2. Àëãåáðà Ëè íàä ïîëåì K � ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä

K, ñíàáæ¼ííîå áèëèíåéíîé îïåðàöèåé [·; ·] : V ⊗ V → V , íàçûâàåìîé çà÷àñòóþ

êîììóòàòîðîì è óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäóþùèì òîæäåñòâàì:
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1. Êîñîñèììåòðè÷íîñòü: [a; b] = −[b; a];

2. Òîæäåñòâî ßêîáè: [a; [b; c]] = [[a; b; ·]][c] + [b; [a; c]] (òî åñòü [a; ·] ÿâëÿåòñÿ

äèôôåðåíöèðîâàíèåì íà àëãåáðå).

Âåêòîðíîå ïîëå íà ãðóïïå Ëè íàçûâàåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî

ýëåìåíòà ãðóïïû g ∈ G ñ äåéñòâèåì íà ãðóïïå ëåâûì óìíîæåíèåì Lg âåðíî, ÷òî

v◦Lg = TLg◦v. Çäåñü TLg � äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ Lg. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

ïðàâîèíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ëåâîèíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå

ïîëå íà ãðóïïå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì çíà÷åíèåì â åäèíèöå, ïîýòîìó

ïðîñòðàíñòâî ëåâîèíâàðèàíòíûõ ïîëåé èçîìîðôíî êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó ê

ãðóïïå â åäèíèöå. Íà ïðîñòðàíñòâå (âñåõ) âåêòîðíûõ ïîëåé ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ

ñòðóêòóðà àëãåáðû Ëè. À èìåííî, ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ìåæäó âåêòîðíûìè ïîëÿìè

è äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè íà àëãåáðå ãëàäêèõ ôóíêöèé íà ìíîãîîáðàçèè, çàäàâàåìûé

ïî ïðàâèëó v 7→ Lv, ãäå Lv � ïðîèçâîäíàÿ Ëè ïî íàïðàâëåíèþ ïîëÿ v. Ñòðóêòóðà

àëãåáðû Ëè íà ìíîæåñòâå äèôôåðåíöèðîâàíèé çàäà¼òñÿ ïî ïðàâèëó

L[v;u] := [Lv; Lu] = LvLu − LuLv

Îïåðàòîð L[v;u] òàêæå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì è íàçûâàåòñÿ êîììóòàòîðîì

îïåðàòîðîâ. Óêàçàííûå âûøå èçîìîðôèçìû èíäóöèðóþò ñòðóêòóðó àëãåáðû Ëè íà

ïðîñòðàíñòâå âåêòîðíûõ ïîëåé è, êàê ñëåäñòâèå, íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê ãðóïïå

â 1. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà Ëè g íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Ëè ãðóïïû G.

Óïðàæíåíèå 3. Ïðîâåðèòü, ÷òî êîììóòàòîð ëåâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé åñòü

ëåâîèíâàðèàíòíîå ïîëå.

B. Ïðèìåðû àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï è ãðóïï Ëè

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû ãðóïï Ëè.

1. R, C � ïðîñòåéøèå ìîäåëüíûå ïðèìåðû. Àíàëîãè÷íî R∗, C∗ (ãðóïïû ïî

óìíîæåíèþ), Rn, Cn. Ïî àíàëîãèè âîçìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå p-àäè÷åñêèõ

ãðóïï Ëè, òîãäà èõ ïðèìåðàìè áóäóò ãðóïïû Qp, Zp, Q∗p, Z∗p.
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2. Âñå êëàññè÷åñêèå ìàòðè÷íûå ãðóïïû. Íàä ïîëÿìè âåùåñòâåííûõ/êîìïëåêñíûõ/p-

àäè÷åñêèõ ÷èñåë îíè ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè/êîìïëåêñíûìè/p-àäè÷åñêèìè

ãðóïïàìè Ëè, ñîîòâåòñòâåííî. Â îáùåì ñëó÷àå îíè ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè

ãðóïïàìè.

• GLn � îáðàòèìûå ìàòðèöû n×n. Ýòîò ïðèìåð èìååò ñìûñë äàæå äëÿ ìàòðèö

ñ êâàòåðíèîííûìè êîýôôèöèåíòàìè;

• SLn � ìàòðèöû ñ îïðåäåëèòåëåì 1;

• SOn � îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû, ò.å. UUT = 1. Íàä R ãðóïïà îðòîãîíàëüíûõ

ìàòðèö èìååò äâóëèñòíîå íàêðûòèå Spinn;

• Sp2n � ñèìïëåêòè÷åñêèå ìàòðèöû, ò.å. UΩUT = Ω, ãäå Ω =

 0 1

−1 0

. Íàä
R ýòà ãðóïïà èìååò äâóëèñòíîå íàêðûòèå, íàçûâàåìîå ìåòàïëåêòè÷åñêîé

ãðóïïîé;

3. Àëãåáðàè÷åñêèå ïîäãðóïïû â GLn. Íàïðèìåð, âåðõíåòðåóãîëüíûå, ñòðîãî

âåðõíåòðóãîëüíûå, áëî÷íî âåðõíåòðåóãîëüíûå ìàòðèöû.

4. Aut (A), ãäå A � êîíå÷íîìåðíàÿK-àëãåáðà, ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïîé íàä

K.

5. Inv (A) � ìíîæåñòâî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîíå÷íîìåðíîé àññîöèàòèâíîé

àëãåáðû ñ åäèíèöåé, ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïîé.

6. Âåùåñòâåííûå è êîïìëåêñíûå òîðû Rn/Λ, Cn/Λ, Λ � öåëî÷èñëåííàÿ ðåø¼òêà â

n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

7. Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä ëþáûì ïîëåì ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ãðóïïàìè.

8. Íàêðûòèå íàä ãðóïïîé Ëè èìååò åñòåñòâåííóþ åäèíñòâåííóþ ñòðóêòóðó ãðóïïû

Ëè, ñîãëàñîâàííóþ ñ ïðîåêöèåé.

9. Ãðóïïû ñòðóé (áåñìêîíå÷íîãî ïîðÿäêà) íàä ïîëåì K: J∞ (K) = Aut (K (t)) =

Aut (K [[t]]�K).

J∞ (K) =

{∑
i>0

ait
i | ai ∈ K, a1 6= 0

}
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Ñ ãðóïïîé ñòðóé ñâÿçàíû å¼ ïîäãðóïïû

J>n (K) =

{
t+
∑
i>n

ait
i

}
↪→ J∞ (K)

è ôàêòîðãðóïïû Jn (K) = J∞ (K)�J>n (K) ñòðóé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Àíàëîãè÷íî

ìîæíî ââåñòè ãðóïïû ñòðóé äëÿ ðÿäîâ îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ãðóïïû ñòðóé

ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè îíè âîçíèêàþò ïðè ñîïîñòàâëåíèè ãëàäêîé

ôóíêöèè íà ìíîãîîáðàçèè å¼ ðÿäà Òåéëîðà â íåêîòîðîé òî÷êå.

10. Ãðóïïû Âèòòà ïîëÿ K. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (x1, . . . , xn, . . . ), xi ∈ K.

Ñîïîñòàâèì åé âåêòîð Âèòòà
(
x(i)
)
ïî ïðàâèëó

x(n) =
∑
d|n

n

d
(xd)

n/d

Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ Ì¼áèóñà ïîçâîëÿåò âûðàçèòü xi ÷åðåç x
(i). Çàâèñèìîñòü áóäåò

èìåòü âèä xn = x(n) + F
(
x(1), . . . , x(n−1)

)
, ãäå F � íåêîòîðàÿ ðàöèîíàëüíàÿ

ôóíêöèÿ. Ââåä¼ì íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ Âèòòà ñòðóêòóðó êîëüöà ïî ïðàâèëó

(x⊕ y)(n) = x(n) + y(n)

(x⊗ y)(n) = x(n)y(n)

(	x)(n) = −x(n)

Çäåñü â ïðàâîé ÷àñòè ñòîÿò îïåðàöèè â ïîëå K. Ýòè îïåðàöèè èíäóöèðóþò

ñòðóêòóðó êîììóòàòèâíîãî êîëüöà ñ åäèíèöåé íà ìíîæåñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

(xi), ïðè÷¼ì âñå îïåðàöèè çàäàþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè ýëåìåíòîâ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Áîëåå òîãî,

(x⊕ y)n = xn + yn + an (x1, y1, . . . , xn−1, yn−1)

(x⊗ y)n = xnyn +mn (x1, y1, . . . , xn−1, yn−1)

(	x)n = −xn + on (x1, y1, . . . , xn−1, yn−1)

Ïîñòðîåííîå êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîëüöîì Âèòòà. Ãðóïïà Âèòòà � ýòî

åãî àääèòèâíàÿ ãðóïïà. Ïóñòü S � íåêîòîðîå ìóëüòèïëèêàòèâíî çàìêíóòîå

ïîäìíîæåñòâî â Z>0. Òîãäà ñ íèì ìîæíî ñâÿçàòü ãðóïïó Âèòòà WS (K)
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, çàíóëÿþùèõñÿ âíå S. Ýòî áóäåò êîëüöî, òàê êàê â

îïðåäåëåíèè îïåðàöèé íà ãðóïïå ó÷àñòâîâàëè òîëüêî äåëèòåëè ÷èñëà n. Åñëè

I ↪→ S � ïðîèçâîëüíûé èäåàë â S (∀a ∈ S : aI ⊂ I), òî WI (K) � èäåàë â

WS (K). Îïðåäåëèì ãðóïïó Wp∞ (K) êàê ãðóïïó WS äëÿ S = {n ∈ Z>0, p|n} è

èäåàë â íåéWp>m , ñîîòâåòñòâóþùèé èäåàëó I = {n ∈ S, pm|n}. Òåïåðü ìû ìîæåì

ââåñòè ãðóïïû Wpm = Wp∞�Wp>m . Ïðèìåðû: Wpm (Fp) = Z�pmZ, Wp∞ (Fp) = Zp.

Íåêîòîðûå å¼ ñâîéñòâà:

• Îíà êîììóòàòèâíà;

• Åñëè charK = p, òî íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûõ ñþðüåêòèâíûõ ìîðôèçìîâ

Wpn (K)→ Kn ;

• Îïåðàöèè ñäâèãà V : (x0, x1, . . . ) 7→ (0, x0, . . . ) è ôðîáåíèóñà F : (x0, x1, . . . ) 7→

(xp0, x
p
1, . . . ) êîììóòèðóþò ñ ⊕ è ⊗.

C. Ïðèìåðû àëãåáð Ëè

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå ïðèìåðû àëãåáð Ëè.

1. Òðèâèàëüíàÿ àëãåáðà íà ëþáîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå: [·; ·] ≡ 0.

2. Àëãåáðû Ëè êëàññè÷åñêèõ ìàòðè÷íûõ ãðóïï Ëè, îáîçíà÷àåìûå gln, sln, son, sp2n.

Òàê êàê àëãåáðà Ëè ãðóïïû è å¼ íàêðûòèÿ ñîâïàäàþò, òî ãðóïïû Spinn è Mp2n

èìåþò òàêæå àëãåáðû son è spn.

3. Àíàëîãè÷íî ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ïîäãðóïïàìè ìàòðè÷íûõ ãðóïï.

4. Àëãåáðà äèôôåðåíöèðîâàíèé íà ëþáîé K-àëãåáðå A, ò.å. K-ëèíåéíûå îïåðàòîðû

d : A→ A, óäîâëåòâîðÿþùèå òîæäåñòâó Ëåéáíèöà d (ab) = (da) b+ a (db).

5. Òàêèì îáðàçîì âîçíèêàåò àëãåáðà äèôôåðåíöèðîâàíèé êîëüöà ñòðóé (íà ãðóïïå

ñòðóé åñòü åñòåñòâåííîå óìíîæåíèå), èìåþùàÿ âèä J∞ (K) =
{∑

i>1 aix
i d
dx

}
.

6. Íà àññîöèàòèâíîé K-àëãåáðå A ìîæíî çàäàòü ñòóêòóðó àëãåáðû Ëè ïî ïðàâèëó

[a; b] = ab− ba.
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7. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ p-ãðóïïîé, åñëè |G| = pn. Êîìïîçèöèîííûé ðÿä ãðóïïû

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó G1 = G, Gi+1 = [Gi; G]. Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ

íèëüïîòåíòíîé, åñëè Gn = 0 ïðè n� 1. Âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

• Ëþáàÿ p-ãðóïïà íèëüïîòåíòíà;

• Åñëè Gn = 0, òî Gn−1 ëåæèò â öåíòðå G;

• Gi+1 � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â Gi, ïðè÷¼ì ãðóïïà Gi�Gi+1 àáåëåâà;

• [Gi; Gk] ↪→ Gi+k;

Ïðè ýòîì íà ãðóïïå L =
⊕

iGi�Gi+1 ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó àëãåáðû Ëè ïî

ïðàâèëó

[aGi+1; bGk+1] = [a; b]Gi+k+1

Çäåñü â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò êîììóòàòîð â ãðóïïå G. Ïîëó÷åííàÿ àëãåáðà Ëè

íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Ëè, àññîöèèðîâàííîé ñ p-ãðóïïîé.

Ãðóïïû Ëè åñòåñòâåííî âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè ñèììåòðèé äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé. Èñòîðè÷åñêè Ñîôóñ Ëè ââ¼ë èõ êàê ðàç äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî

èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Àíàëîãè÷íî, àëãåáðàè÷åñêèå

ãðóïïû îïèñûâàþò ñèììåòðèè àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Îäíàêî íåêîììóòàòèâíûå

ãðóïïû � î÷åíü ñëîæíûé äëÿ èññëåäîâàíèÿ îáúåêò, ãîðàçäî ïðîùå èññëåäîâàòü

ñâÿçàííóþ ñ íèìè ëèíåéíóþ ñòðóêòóðó: àëãåáðû Ëè.

Óïðàæíåíèå 4. Íàéòè âñå ñâÿçíûå çàìêíóòûå ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ ìàòðèö âèäà ∗ ∗
0 1

,
 ∗ ∗

0 ∗

,


1 ∗ ∗

0 1 ∗

0 0 1

.
Òàê êàê ïîñòðîåíèå àëãåáðû Ëè ïî ãðóïïå Ëè ôóíêòîðèàëüíî, òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà

îïðåäåëÿåò ïîäàëãåáðó, à íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà � èäåàë. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî

íå ëþáàÿ ïîäàëãåáðà ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé ïîäãðóïïå Ëè. Â ïîëîæèòåëüíîé

õàðàêòåðèñòèêå êîíòðïðèìåð äàþò âåêòîðû Âèòòà. Â íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêå ìîæíî

ðàññìîòðåòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîäãðóïïó

 ez 0

0 e
√
2z

 ↪→ GL2 (C). Ýòî íå åñòü

àëãåáðàè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû GL2 (C), õîòÿ âåêòîð

 1 0

0
√

2
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ïîðîæäàåò àëãåáðàè÷åñêóþ ïîäàëãåáðó Ëè â gl2 (C). Â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå ìîæíî

ðàññìîòðåòü âñþäó ïëîòíóþ îáìîòêó íà òîðå, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì

è íå ÿâëÿåòñÿ ïîýòîìó ïîäãðóïïîé Ëè.

Ïðèìåðîì ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ãðóïï Ëè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ óðàâíåíèé

ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà êàê ãðóïïû (òî÷å÷íûõ) ñèììåòðèé

óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ýëåêòðîäèíàìèêå.

D. Ëèòåðàòóðà

• Õîðîøèé ââîäíûé ó÷åáíèê, ãäå ðàçáèðàþòñÿ ë¼ãêèå òåîðåìû èëè ë¼ãêèå ñëó÷àè

îáùèõ òåîðåì: Âèíáåðã, Îíèùèê ½Ñåìèíàðû ïî àëãåáðàè÷åñêèì ãðóïïàì è

ãðóïïàì Ëè�.

• Ïîäðîáíî îñíîâû ãðóïï Ëè ðàçîáðàíû â êíèãå Áóðáàêè ½Ãðóïïû è àëãåáðû Ëè�

(â 4õ òîìàõ). Â îñíîâíîì çäåñü ðàçáèðàåòñÿ ãåîìåòðèÿ.

• Íàä R è C ìîæíî ÷èòàòü Ñåðð ½Ãðóïïû è àëãåáðû Ëè�.

• Ïî àôôèííûì è àëãåáðàè÷åñêèì ãðóïïàì: Õàìôðèñ ½Ëèíåéíûé àëãåáðàè÷åñêèå

ãðóïïû�.

• Ìîæíî íàéòè è ïî ïðîåêòèâíûì àëãåáðàè÷åñêèì ãðóïïàì.

• Ïîäðîáíîå èçó÷åíèå àëãåáð Ëè: Õàìðèñ ½Ââåäåíèå â òåîðèþ àëãåáð Ëè è èõ

ïðåäñòàâëåíèé�.

• Î òåîðèè èíâàðèàíòîâ è ïðåäñòàâëåíèè êëàññè÷åñêèõ ãðóïï ñì. Ã. Âåéëü

½Êëàññè÷åñêèå ãðóïïû. Èõ èíâàðèàíòû è ïðåäñòàâëåíèÿ�.

• Î ñâÿçè ñ ôèçèêîé: Âàí äåð Âàðäåí ½Òåîðèÿ ãðóïï è å¼ ñâÿçü ñ êâàíòîâîé

ìåõàíèêîé�.
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II. Ãîìîìîðôèçìû è ïîäãðóïïû.

A. Äåéñòâèå ãðóïï

Îïðåäåëåíèå 5. Ãðóïïà Ëè G äåéñòâóåò íà ìíîãîîáðàçèè M (G : M), åñëè çàäàíî

ãëàäêîå îòîáðàæåíèå G×M →M , (g;m) 7→ g (m), òàê ÷òî

• 1 (m) = m

• g (h (m)) = (gh) (m)

Ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ìíîãîîáðàçèè M òðàíçèòèâíî, åñëè ∀m,n ∈M.∃g ∈ G.g (m) =

n. Ñòàáèëèçàòîð òî÷êè x ∈ M áóäåì îáîçíà÷àòü Gx = stabG (x) = {g ∈ G|g (x) = x}.

Ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì ãðóïïà äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî, áóäåì íàçûâàòü ãëàâíûì.

Åñëè ãðóïïà äåéñòâóåò ñâîáîäíî (Gx = 0), òî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì.

Óïðàæíåíèå 6. Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå M ñâÿçíî, ãðóïïà Ëè G äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî

íà M . Òîãäà

• G0 : M òðàíçèòèâíî, ãäå G0 � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà åäèíèöû ãðóïïû;

• G/G0 ' Gx/ (Gx ∩G0);

• ∃x ∈M.Gx ñâÿçíî =⇒ G ñâÿçíî;

• G/Gx = M ;

Ïðèìåðû-óïðàæíåíèÿ: (K = R èëè K = C)

• SLn (K) : (Kn\0) òðàíçèòèâíî, Gx ' SLn−1 (K)×Kn−1;

• SOn (K) : {
∑n

i=1 z
2
i = 1}, Gx ' SOn−1;

• Sp2n (K) : (K2n\0) òðàíçèòèâíî, Gx ' Sp2n−2 ×K2n−1;

• On (K) : {
∑n

i=1 z
2
i = 1}, Gx ' On−1. Ýòà ãðóïïà èìååò äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè;

• Op,q (R) � ýòî ïîäãðóïïà â GLp+q (R), ñîõðàíÿþùàÿ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

ñèãíàòóðû (p, q). Åñëè p 6= 0, q 6= 0, òî ýòà ãðóïïà èìååò 4 êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.

Íàéòè èõ. ×åìó ðàâåí ôàêòîð ïî êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè åäèíèöû?
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Óïðàæíåíèå 7.

1. H < G =⇒ G/H � ãëàâíîå ìíîãîîáðàçèå.

2. H C G =⇒ G/H � ãðóïïà Ëè.

3. H < G =⇒ T1H ↪→ T1G � ïîäàëãåáðà Ëè. Åñëè ïîäãðóïïà H íîðìàëüíà, òî T1H

� èäåàë â T1G.

4. φ : H → G. dφ : T1H → T1G � ãîìîìîðôèçì àëãåáð Ëè.

5. ßäðî ãîìîìîðôèçìà ãðóïï Ëè åñòü ïîäãðóïïà Ëè.

6. Àëãåáðà Ëè ãðóïïû è å¼ ñâÿçíîé êîìïîíåíòû åäèíèöû ñîâïàäàþò.

7. Äîêàçàòü 3, 4, 5, 6 äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï. 1 è 2 ìû äîêàæåì ïîçäíåå.

B. Íàêðûòèÿ è ñïèíîðû

Òåîðåìà 8. Ïóñòü G � ãðóïïà Ëè, φ : H → G � îäíîñâÿçíîå íàêðûòèå ìíîãîîáðàçèé.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñòðóêòóðà ãðóïïû Ëè íà H, òàêàÿ ÷òî

• φ � ãîìîìîðôèçì;

• dφ � èçîìîðôèçì àëãåáð Ëè;

• óìíîæåíèå â ãðóïïå êîììóòèðóåò ñ ïðîåêöèåé;

• kerφ � àáåëåâà ãðóïïà;

• φ : H → G � íàêðûòèå ñ ãðóïïîé Ãàëóà kerφ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ïóòåé ΠG ñ íà÷àëîì â 1 íà G. Ýòî

ãðóïïà, óìíîæåíèå îïðåäåëåíî ïîòî÷å÷íî. Âåðíî, ÷òî

ΠG //

!!

H

��
G

Ýòî îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó ãðóïïû íà H. Èç ðàññìîòðåíèÿ ãîìîìîðôèçìîâ ïîëó÷àþòñÿ

èñêîìûå óòâåðæäåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñnâî ñ íåâûðîæäåííîé êâàäðàòè÷íîé

ôîðìîé Q. Àëãåáðà Êëèôôîðäà:

Cl (V,Q) = TV/ (v ⊗ v = Q (v))

TV =
∞⊕
n=0

V ⊗n

Ïðåäëîæåíèå 10.

1. dimCl (V,Q) = 2dimV .

2. Ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå Cl (V,Q) = Cl+ ⊕ Cl− â ãðàäóèðîâàííóþ ñóììó

ïîäàëãåáð ðàçìåðíîñòåé 2dimV−1.

3. V ↪→ Cl (V,Q).

4. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ Inv (Cl (V,Q)). Äëÿ

íåâûðîæäåííîé ôîðìû Q ìíîæåñòâî G = {s ∈ Inv (Cl (V,Q)) |sV s−1 = V }

íåïóñòî.

5. Ñóùåñòâóåò àíòèàâòîìîðôèçì Cl (V,Q), çàäàâàåìûé ïî ïðàâèëó β (vi1 . . . vis) =

vis . . . vi1.

6. Ãðóïïà ñïèíîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê Spin (V,Q) = {s ∈ G ∩ Cl+|s−1 = β (s)}.

7. Spin (V,Q) èìååò ïðåäñòàâëåíèå ρ : Spin (V,Q)→ GL (V ), ρs (v) = svs−1. Im ρ =

SO (V,Q).

8. Ãðóïïà ñïèíîðîâ ñâÿçíà íàä R è C.

9. Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï: 0→ Z/2Z→ Spin (V,Q)→ SO (V,Q)→ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ãðóïïà SO (V,Q) èìååò äâóëèñòíîå íàêðûòèå, ÿâëÿþùååñÿ

ñïèíîðíîé ãðóïïîé.

Îïðåäåëåíèå 11. Ìåòàïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïà Mp2n � ýòî äâóëèñòíîå íàêðûòèå

ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû, ò.å.

0→ Z/2Z→Mp2n → Sp2n → 0
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Óïðàæíåíèå 12. Ïóñòü H C G (íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G), òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï

0← H/H0 ← π1 (G/H)← π1 (G)← π1 (H)← π2 (G/H)← . . .

Âûâîä 13. Ïóñòü π1 (G/H) = π2 (G/H) = 0, òîãäà π1 (G) ' π1 (H).

Âûâîä 14. Ïóñòü π1 (H) = 0 è H ñâÿçíà. Òîãäà π1 (G) ' π1 (G/H).

Ïðèìåðû:

• π1 (SLn (C)) = 0;

• π1 (SOn (C)) = Z/2Z;

• π1 (Sp2n (C)) = 0;

• π1 (SLn (R)) = Z ïðè n > 2;

• π1 (SOn (R)) = Z/2Z ïðè n > 3;

• ×åìó ðàâíû π1 (Sp2n (R))? π1 (Op,q (R)0)?

C. Ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå

Îïðåäåëåíèå 15. Ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå g → G îïðåäåëÿåòñÿ êàê u ∈ g 7→

gu (1), ãäå ôóíêöèÿ gu : R → G ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dg
dt

(t) = TRg(t) ◦ u, g (0) = 1. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ (ýêñïîíåíòà) îïðåäåëÿåò

îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîäãðóïïó â G, îáîçíà÷àåìóþ exp (tu) èëè Φu
t . Ýòî ñëåäóåò èç

òîãî, ÷òî ãëàäêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå, à ôóíêöèè gu (t+ s) è gu (t) gu (s) îáå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñ îäèíàêîâûìè

íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Óðàâíåíèå íà ýêñïîíåíòó ìîæíî òàêæå ðàññìîòðåòü êàê óðàâíåíèå â ãðóïïå

äèôôåîìîðôèçìîâ Diff (G):

d

dt
Φu
t = ξ ◦ Φu

t , Φu
0 = id

Çäåñü ξ : G → TG � âåêòîðíîå ïîëå. Ýêñïîíåíòà â G ñîîòâåòñòâóåò ïîäãðóïïå Φu
t äëÿ

ëåâîèíâàðèàíòíîãî ïîëÿ ξ.
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Ëåììà 16. Φu
t (g) = Φu

t (1) · g

Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè Êîøè.

Ýêñïîíåíòà îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì R → G äëÿ êàæäîãî âåêòîðà u ∈ g.

Îäíàêî, îíà íå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì g → G, òàê êàê ãðóïïà G â îáùåì

ñëó÷àå íå êîììóòàòèâíà. Òàêèì îáðàçîì, îíà îïðåäåëÿåò ëèøü íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå

ìíîãîîáðàçèé. Áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò åãî ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.

Òåîðåìà 17. Ïóñòü f1, f2 : G → H � ãîìîìîðôèçìû ãðóïï Ëè ñ ðàâíûìè

äèôôåðåíöèàëàìè: df1 = df2. Òîãäà f1 = f2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãîìîìîðôèçìû ãðóïï Ëè óäîâëåòâîðÿþò íà ëþáîé

ýêñïîíåíöèàëüíîé îäíîïàðàìåðè÷åñêîé ïîäãðóïïå dg
dt

= ξ (t)◦g (t) äèôôåðåíöèàëüíîìó

óðàâíåíèþ

dfi (g (t))

dt
= dfi (ξ (t)) ◦ fi (g (t))

fi (g (0)) = 1

Èç òåîðåìû Êîøè ñëåäóåò èñêîìîå óòâåðæäåíèå.

Óïðàæíåíèå 18.

1. f : G → H, G,H � ñÿâçíûå ãðóïïû Ëè. Ïóñòü H1 � ïîäãðóïïà â H̃. Åñëè

df (T1G) ↪→ T1H̃, òî f (G) ⊂ H̃.

2. Åñëè H1, H2 � ñâÿçíûå ïîäãðóïïû â G, è T1H1 = T1H2 ⊂ T1G, òî H1 = H2.

3. Ïóñòü

∂g (t, s)

∂t
= ξ (t, s) ◦ g (t, s)

∂g (t, s)

∂s
= η (t, s) ◦ g (t, s)

Òîãäà [ξ (t, s) ; η (t, s)] = ∂ξ(t,s)
∂s
− ∂η(t,s)

∂t
.

4. Ïóñòü G � îäíîñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè, H � ñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè, α : T1G → T1H �

ãîìîìîðôèçì àëãåáð Ëè. Òîãäà ∃f : G→ H. df1 = α.

5. Ïóñòü A ∈ GLn (R). Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ dU
dt

= AU (t), U (0) = 1 äà¼òñÿ ðÿäîì

äëÿ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû: U (t) = exp tA.
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Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì. Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå

íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìîì. Âîîáùå ãîâîðÿ, îíî îïðåäåëåíî ëèøü â îêðåñòíîñòè åäèíèöû

ãðóïïû.

Òåîðåìà 19. Ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì

îêðåñòíîñòè íóëÿ â g íà îêðåñòíîñòü åäèíèöû â G.

Óïðàæíåíèå 20.

1. Â ãðóïïå SL2 (R) ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñþðüåêòèâíûì.

2. Ñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè ïîðîæäàåòñÿ ñâîåé îêðåñòíîñòüþ åäèíèöû, ò.å. ëþáîé ýëåìåíò

ãðóïïû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå exp (t1X1) · · · · · exp (tnXn), ãäå X1,...,n � áàçèñ â

àëãåáðå Ëè.

3. exp (gXg−1) = g · exp (X) · g−1. Çäåñü gXg−1 � îáðàç X ïîä äåéñòâèåì

äèôôåðåíöèàëà îòîáðàæåíèÿ G 3 h 7→ ghg−1. Ýòî äåéñòâèå ãðóïïû íà àëãåáðå

Ëè, íàçûâàåìîå ïðèñîåäèí¼ííûì äåéñòâèåì ãðóïïû adg : g→ g.

4. expY · expX · exp (−Y ) =
∑

n
1
n!

AdnY (X). AdY (X) = [Y ; X] � ïðèñîåäèí¼ííîå

äåéñòâèå àëãåáðû Ëè íà ñåáå.

5. d
dt

adexp(tX) = AdX .

6. Ôîðìóëà Áåéêåðà�Êýìïáåëëà�Õàóñäîðôà:

log (exp (X) exp (Y )) =
∑
n>0

(−1)n−1

n

∑
ri + si > 0

1 6 i 6 n

(
∑n

i=1 (ri + si))
−1

r1!s1! . . . rn!sn!
Adr1XAds1Y Adr2XAds2Y . . .AdrnX Adsn−1Y (Y )

7. Äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ.

8. limh→0
1
h

log (exp (hX) exp (hY )) = X + Y

9. limh→0
1
h2

log [exp (hX) exp (hY ) exp (−hX) exp (−hY )] = [X; Y ]
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Óïðàæíåíèå 21. Êîììóòàòîð âåêòîðíûõ ïîëåé íà ìíîãîîáðàçèè â ëîêàëüíûõ

êîîðäèíàòàõ äà¼òñÿ ôîðìóëîé

[
∑
i

ai (x) ∂i;
∑
i

bi (x) ∂i] =
∑
ik

(ai∂ibk − bi∂iak) ∂k
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