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1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà M ïîëîæèì ρ(x, x) = 0, ρ(x, y) = 1 ïðè x ̸= y. Äîêàæè-
òå, ÷òî îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ôóíêöèè äëÿ ïðîñòðàíñòâà Rn ÿâëÿþòñÿ ìåòðèêàìè:

(à) ρ2(x, y) =
√∑

(xi − yi)2 (ïðîñòðàíñòâî Rn
2 );

(á) ρ1(x, y) =
∑

|xi − yi| (ïðîñòðàíñòâî Rn
1 );

(â) ρ∞(x, y) = max |xi − yi| (ïðîñòðàíñòâî Rn
∞);

(ã) ρp(x, y) = (
∑

|xi − yi|p)1/p, p > 1 (ïðîñòðàíñòâî Rn
p ).

Äîêàæèòå, ÷òî lim
p→∞

ρp(x, y) = ρ∞(x, y). ßâëÿåòñÿ ëè ìåòðèêîé ρp(x, y) ïðè p < 1?

3. Îïèøèòå, êàê âûãëÿäèò øàð åäèíè÷íîãî ðàäèóñà â R2, R3 îòíîñèòåëüíî êàæäîé èç
ïðèâåäåííûõ ìåòðèê.

4. Íà ïðîñòðàíñòâå N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 10-àäè÷åñêàÿ ìåòðèêà çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

ρ(a, b) = 10−k, åñëè ïîñëåäíèå k öèôð ÷èñåë a è b ñîâïàäàþò. Äîêàæèòå, ÷òî ρ �
ìåòðèêà.

5. Äîêàæèòå, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå îòðåçêîâ I = [a, b] íà ïðÿìîé ñëåäóþùèå ôóíêöèè
ÿâëÿþòñÿ ìåòðèêàìè:
(à) ρ([a, b], [c, d]) = |a− c|+ |b− d|;
(á) ρ(I1, I2) = |I1|+ |I2| − 2|I1 ∩ I2| (ãäå |I| � äëèíà îòðåçêà).

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M ñ ìåòðèêîé ρ
íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå a ∈ M , åñëè ∀ε>0 ∃N ∀n>N ρ(an, a)<ε. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè ∀ε>0 ∃N ∀m,n>N ρ(an, am)<ε.

6. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà.

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïîëíî, åñëè âñÿêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñõîäèòñÿ.
Ïîïîëíåíèåì ïðîñòðàíñòâà M íàçûâàåòñÿ ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî M̃ , åñëè M ⊂ M̃ �
ïîäïðîñòðàíñòâî, è âñÿêàÿ òî÷êà â M̃ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ M .
Ïðîâåðüòå, ÿâëÿþòñÿ ëè ïîëíûìè ñëåäóþùèå ïðîñòðàíñòâà. Åñëè íåò, îïðåäåëèòå èõ
ïîïîëíåíèÿ:

7. Ïðîñòðàíñòâî M = R ñ ìåòðèêîé ρ(x, y) = |arctgx− arctg y|.

8. Ïðîñòðàíñòâî îòðåçêîâ íà ïðÿìîé ñ îäíîé èç ìåòðèê ïðèâåäåííîé âûøå çàäà÷è 5.

9. Ñôåðà x2 + y2 + z2 = 1 â R3 ñ îáû÷íûì ðàññòîÿíèåì.

10. Ãðàôèê ôóíêöèè y = sin 1
x , ðàññìàòðèâàåìûé êàê ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè R2.

11. Äîêàæèòå, ÷òî ó êàæäîãî ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò, è ïðè òîì, åäèíñòâåííîå (ñ òî÷íî-
ñòüþ äî èçîìîðôèçìà) ïîïîëíåíèå.

12. Ïðîñòðàíñòâî Z10 10-àäè÷åñêèõ ÷èñåë ñîñòîèò èç ôîðìàëüíûõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé

· · · a3 a2 a1 a0 , ai ∈ {0, 1, . . . , 9} .

Äîêàæèòå, ÷òî Z10 ÿâëÿåòñÿ ïîïîëíåíèåì ïðîñòðàíñòâà N ïî 10-àäè÷åñêîé ìåòðèêå.
Îïðåäåëèòå ñëîæåíèå, óìíîæåíèå è âû÷èòàíèå â Zp. (Çàìåòèì, ÷òî â N âû÷èòàíèå íå
îïðåäåëåíî!)

13. Îïðåäåëèòå ïðîñòðàíñòâîQ10 ðàöèîíàëüíûõ 10-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Âñåãäà ëè â íåì îïðå-
äåëåíî äåëåíèå íà ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ?



Îïðåäåëåíèå. Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x ∈M íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé îòêðûòûé øàð
U = {y ∈ M, ρ(x, y) < r}. Ïîäìíîæåñòâî A ⊂ M îòêðûòî, åñëè âñÿêàÿ òî÷êà ýòîãî
ìíîæåñòâà ñîäåðæèòñÿ â A âìåñòå ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ.

14. Êàê âûãëÿäèò îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî íà ïðÿìîé R?

15. Îòêðûòî ëè ïîäìíîæåñòâî â R2, çàäàííîå íåðàâåíñòâîì (x2 + y2)2 < x2 − y2?

16. Ïîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ îòêðûòî. Âåðíî
ëè òî æå ñàìîå äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ?

Ìíîæåñòâî A çàìêíóòî, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.

17. Çàìêíóòî ëè ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ? À îáúåäèíåíèå?

18. Ïðîâåðüòå, ÷òî çàìêíóòûé øàð â 10-àäè÷åñêèõ ÷èñëàõ îòêðûò.

19. Äîêàæèòå, ÷òî A çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äîïîëíåíèå ê A � îòêðûòî.


