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Îïðåäåëåíèå (àíàëèòè÷åñêîå). Ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå a íàçûâàåòñÿ ïðåäåë

p = f ′(a) = lim
x→a

f(x)−f(a)
x−a , åñëè îí ñóùåñòâóåò.

Îïðåäåëåíèå (ãåîìåòðè÷åñêîå). Ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå a íàçûâàåòñÿ òàêîå
÷èñëî p, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f â îêðåñòíîñòè òî÷êè a èìååòñÿ ðàçëîæåíèå

f(x) = f(a) + p(x− a) + o(x− a).

1. Äîêàæèòå ðàâíîñèëüíîñòü îïðåäåëåíèé. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ èìååò ïðîèçâîä-
íóþ â íåêîòîðîé òî÷êå, òî îíà íåïðåðûâíà â íåé.

2. Âû÷èñëèòå ïðîèçâîäíóþ (tg x)′; (arctg)′.

3. Ñêîëüêî ïðîèçâîäíûõ ñóùåñòâóåò ó ôóíêöèé x5/2; x3 sin(1/x), äîîïðåäåëåííûõ â íóëå
íóëåì?

4. Ïîä êàêèì óãëîì ïåðåñåêàþòñÿ ãèïåðáîëû

{
x2 − y2 = a

xy = b
?

5. Äîêàæèòå
f ′ ≡ 0 ⇔ f = const;
f ′ = const ⇔ f � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ;
f (N) ≡ 0 äëÿ íåêîòîðîãî N (â ÷àñòíîñòè, âñå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà N îïðåäåëåíû)
⇔ f � ìíîãî÷ëåí.

6. Äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ íóæíî çíàòü òîëüêî ïðîèçâîäíóþ ñòåïåí-

íîé ôóíêöèè (xk)′. Âû÷èñëèòå (ex)′.

7. Äàí ðÿä f(x) =
∑
anx

n ñ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè R.
Êàêîé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑
nanx

n−1?
Äîêàæèòå, ÷òî f ′(x) =

∑
nanx

n−1 â èíòåðâàëå ñõîäèìîñòè.

8. Äîêàæèòå ñëåäóþùóþ ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçè-
öèè, îáðàòíîé ôóíêöèè, èçìåíåíèå ïðîèçâîäíîé ïðè çàìåíå êîîðäèíàòû:

d

dx
f(g(x)) = f ′(g(x))g′(x).

9. (Àëãåáðàè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé). Çàäàäèì íà ìíîæåñòâå ìíîãî÷ëåíîâ îïå-
ðàöèþ, ñîïîñòàâëÿþùóþ ìíîãî÷ëåíó f îï ïåðåìåííîé x íîâûé ìíîãî÷ëåí ∆(f), ïðè
ïîìîùè ñëåäóþùèõ àêñèîì:
ëèíåéíîñòü, ∆(λf + µg) = λ∆(f) + µ∆(g)
(λ, µ � ÷èñëà); ïðàâèëî Ëåéáíèöà, ∆(fg) = ∆(f)g + f∆(g);
íîðìèðîâêà, ∆(x) = 1.
Äîêàæèòå,
∆(1) = 0.
∆(f) = f ′.
Åñëè ïîñëåäíþþ àêñèîìó çàìåíèòü óñëîâèåì ∆(x) = p0, òî ∆(f) = f ′p0.

10. Ðàññìîòðèì íà ìíîæåñòâå ìíîãî÷ëåíîâ îïåðàöèþ

D = exp

(
d

dx

)
= 1 +

1
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+ · · · .

Âû÷èñëèòå D(1); D(x); D(f) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà f .



11. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå òåîðåìû Ðîëëÿ è Ëàãðàíæà: ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà
íà îòðåçêå [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìà âíóòðè íåãî. Òîãäà
Åñëè f(a) = f(b), òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ [a, b], òàêàÿ ÷òî f ′(x) = 0.

Â îáùåì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ [a, b], òàêàÿ ÷òî f ′(x) = f(b)−f(a)
b−a .


