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Ëèñòîê 5.

Òîïîëîãèÿ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, p-àäè÷åñêèå ÷èñëà.

Ìíîæåñòâî íà ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè âìåñòå ñ êàæäîé ñâîåé òî÷êîé îíî

ñîäåðæèò è íåêîòîðûé èíòåðâàë, âêëþ÷àþùèé ýòó òî÷êó. Ìíîæåñòâî íà ïðÿìîé íàçûâà-

åòñÿ çàìêíóòûì, åñëè åãî äîïîëíåíèå � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà è îáúåäèíåíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà

îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî. Ïîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ

ìíîæåñòâ ìîæåò áûòü íå îòêðûòî. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà è ïå-

ðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî. Ïîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå

ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ìîæåò áûòü íå çàìêíóòî.

Çàäà÷à 2. Äëÿ âñÿêîãî A⊂R äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî åãî ïðåäåëüíûõ òî÷åê çàìêíóòî.

Çàäà÷à 3. ßâëÿåòñÿ ëè {1/n}n∈N ∪ {0} ìíîæåñòâîì ïðåäåëüíûõ òî÷åê íåêîòîðîãî ïîä-

ìíîæåñòâà ïðÿìîé?

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî íà ïðÿìîé � ýòî îáúåäèíåíèå íå

áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü A⊂R ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà ïîïàðíî íåïåðåñå-

êàþùèõñÿ îòðåçêîâ. Ìîæåò ëè òàê áûòü, ÷òî â ëþáîì èíòåðâàëå ïðÿìîé åñòü òî÷êà èçA?

Çàäà÷à 6. ßâëÿåòñÿ ëè âñÿ ïðÿìàÿ îáúåäèíåíèåì íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà ïîïàðíî íåïåðå-

ñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ?

Çàäà÷à 7. Ñóùåñòâóåò ëè ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ â N, èìåþùåå ìîùíîñòü êîíòèíóóì è

îáëàäàþùåå òåì ñâîéñòâîì, ÷òî èç ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ ýòîãî ñåìåéñòâà îäíî îáÿçàòåëüíî

ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì?

Çàäà÷à 8. Ïóñòü äàíî áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî îòðåçêà [0, 1]. Äîêàæèòå, ÷òî îíî èìååò

õîòÿ áû îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó.

Çàäà÷à 9. Èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé óäàëèëè âñå åãî èçîëèðîâàííûå òî÷êè,

çàòåì èç òîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå ïîëó÷èëîñü, îïÿòü óäàëèëè âñå èçîëèðîâàííûå òî÷êè

è ò.ä. Âîçìîæíî ëè ïðîäåëàòü òàêóþ ïðîöåäóðó áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ïðè÷åì òàê, ÷òî

êàæäûé ðàç íàéäåòñÿ, ÷òî óäàëèòü ?

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî íà ïðÿìîé ëèáî êîíå÷íî, ëèáî

ñ÷åòíî, ëèáî êîíòèíóàëüíî.

Çàäà÷à 11. Ïóñòü ak > 0 è
∑∞

k=1 ak → ∞. Êðîìå òîãî, ïóñòü limk ak = 0. Íàéäèòå

ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äðîáíûõ ÷àñòåé bn = {
∑n

k=1 ak}.
Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè, ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ÷ëåíàìè êîòîðîé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ÿâëÿåòñÿ ëèáî

òî÷êîé, ëèáî îòðåçêîì.

Çàäà÷à 13. Íàéäèòå ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an = sink(n)

äëÿ ëþáîãî k ∈ N.

1



2

Çàäà÷à 14. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìóþ íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåïó-

ñòûõ è íåïåðåñåêàþùèõñÿ (a) îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, (b) çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

Çàäà÷à 15. Îïèøèòå âñå ïîäìíîæåñòâà ïðÿìîé, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îäíîâðå-

ìåííî îòêðûòûì è çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.

Ìíîæåñòâî A íà ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà

I ⊂ R íàéäåòñÿ èíòåðâàë I ′ ⊂ I, òàêîé ÷òî â I ′ íåò íè îäíîé òî÷êè èç A.

Çàäà÷à 16. Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ÷èñåë èç îòðåçêà [0, 1], â äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîòî-

ðûõ íå âñòðå÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 223222, ÿâëÿåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûì.

Çàäà÷à 17. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íèãäå íå ïëîòíîãî ìíîæåñòâà èç êîíòèíóóìà ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à 18. Òåîðåìà Áýðà. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìóþ íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñ÷åòíîãî

îáúåäèíåíèÿ íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ.

Çàäà÷à 19. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îáúåäèíåíèåì ñ÷åòíîãî ñå-

ìåéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ?

Áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîìQp ìíîæåñòâî p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë, ñèìâîëîì Zp � ìíîæåñòâî

öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Íàïîìíèì, ÷òî íà íèõ îïðåäåëåíà íîðìà | · |p.
Çàäà÷à 20. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ïî íîðìå | · |p ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðà-

öèîíàëüíûõ ÷èñåë {rn} âåðíî, ÷òî ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü |rn|p ñõîäèòñÿ ê íóëþ, ëèáî

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü |rn|p ïîñòîÿííà.
Çàäà÷à 21. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b ∈ Qp âûïîëíåíî |a + b|p ≤ max(|a|p, |b|p) è

|ab|p = |a|p|b|p. Ïðîâåðüòå, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà èíòåðâàëà Br(a) = {x ∈ Qp : |x − a|p < r}
ÿâëÿåòñÿ åãî öåíòðîì. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî Qp, ñîñòîÿùåå èç íå ìåíåå ÷åì

äâóõ òî÷åê, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåïóñòûõ è íåïåðåñåêàþùèõñÿ

îòêðûòûõ ìíîæåñòâ (â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî íåñâÿçíî).

Çàäà÷à 22. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ â Qp òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà |xn+1 − xn|p → 0. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä â Qp ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî

÷ëåíû ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Äîêàæèòå ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑∞

n=1 n!.

Çàäà÷à 23. Ïóñòü k ∈ Z íå äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü an = kpn ñõîäèòñÿ â Qp; îáîçíà÷èì ïðåäåë ñèìâîëîì α. Äîêàæèòå, ÷òî αp−1 = 1.

Çàäà÷à 24. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòà x ∈ Qp â âèäå ðÿäà

bmp
−m + . . .+ b1p

−1 + a0 + a1p+ . . .+ anp
n + . . . ,

ãäå bk, ak ∈ {0, 1, 2, . . . , p−1}, åäèíñòâåííî. Íàéäèòå p-àäè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà 1
5
â Q7.

Äîêàæèòå, ÷òî p-àäè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà a ∈ Qp ïåðèîäè÷íî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî

ìåñòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a ∈ Q.
Çàäà÷à 25. Äîêàæèòå, ÷òî â Qp íåò äåëèòåëåé íóëÿ (äëÿ ëþáûõ a, b ∈ Qp, a, b ̸= 0, âû-

ïîëíåíî ab ̸= 0). Íàéäèòå ìíîæåñòâî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ â Zp (ýëåìåíò a ∈ Zp îáðàòèì,

åñëè ñóùåñòâóåò b ∈ Zp, òàêîé ÷òî ab = 1).


