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Ëèñòîê 9.

Ïðîèçâîäíàÿ è ôîðìóëà Òåéëîðà.

Ïóñòü f îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Ãîâîðÿò, ÷òî f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷-
êå a, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë limx→a

f(x)−f(a)
x−a

, êîòîðûé íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè f è îáîçíà÷àþò ÷åðåç f ′(a).
Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

f(a+ h)− f(a) = Ah+ α(a, h)h, lim
h→0

α(a, h) = 0.

Ëèíåéíóþ ôóíêöèþ h 7→ Ah íàçûâàþò äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â òî÷êå a.
Çàäà÷à 2. Íàéäèòå f ′(−1), ãäå f(x) = (x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ 250).
Çàäà÷à 3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé òîëüêî â îäíîé òî÷êå, è ïðè ýòîì

äèôôåðåíöèðóåìîé â ýòîé òî÷êå.
Çàäà÷à 4. (Ïðèìåð Âåéåðøòðàññà) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) =

∑∞
n=1 2

−n sin(8nx)
íåïðåðûâíà íà R, íî íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìà.
Çàäà÷à 5. Ïóñòü f : [a, b] → R � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Âåðíî ëè, ÷òî ôóíêöèÿ

f ′(x) íåïðåðûâíà íà [a, b]? Âåðíî ëè, ÷òî ôóíêöèÿ f ′(x) ïðèíèìàåò âñå âîçìîæíûå çíà÷å-
íèÿ ìåæäó f ′(a) è f ′(b)?
Çàäà÷à 6. Ïîêàæèòå, ÷òî f ′(x) ìîæåò èìåòü ðàçðûâû òîëüêî âòîðîãî ðîäà.
Çàäà÷à 7. Ñóùåñòâóåò ëè äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f : R → R, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé

ðàçðûâíà â êàæäîé òî÷êå?
Çàäà÷à 8. (Òåîðåìû Ðîëëÿ è Ëàãðàíæà)

(a) Ïóñòü f íåïðåðûâíà íà [a, b], äèôôåðåíöèðóåìà íà (a, b) è f(a) = f(b). Äîêàæèòå,
÷òî íàéäåòñÿ c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî f ′(c) = 0.

(b) Ïóñòü f � n ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà (a, b). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f
îáðàùàåòñÿ â íîëü â (n + 1) -é òî÷êå ýòîãî èíòåðâàëà, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà c ∈ (a, b),
â êîòîðîé f (n)(c) = 0.

(c) Ïóñòü f íåïðåðûâíà íà [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìà íà (a, b). Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ
c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

(d) Ïóñòü f(x) = x sin(lnx) ïðè x > 0 è f(0) = 0. Ïóñòü ôóíêöèÿ c(x) ∈ (0, 1) òàêîâà,
÷òî f(x) − f(0) = xf ′(c(x)). Äîêàæèòå, ÷òî c(x) ðàçðûâíà â ëþáîì ñêîëü óãîäíî ìàëîì
èíòåðâàëå (0, δ), δ > 0.
Çàäà÷à 9. Ïóñòü f � íåïðåðûâíà íà [a, b] è f ′(x) = 0 äëÿ âñåõ x êðîìå íå áîëåå ÷åì

ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî f = const.
Çàäà÷à 10. Ïóñòü f áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå R è ∀x

∃nx : f
(nx)(x) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî f � ìíîãî÷ëåí.

Çàäà÷à 11. ×òî áîëüøå: eπ èëè πe ?
Çàäà÷à 12. Çàôèêñèðóåì ÷èñëî ∆x > 0 è îïðåäåëèì èíäóêòèâíî êîíå÷íûå ðàçíîñòè

ôóíêöèè f(x) ïî ôîðìóëàì

∆f(x) = f(x+∆x)− f(x), ∆(n)f(x) = ∆(∆n−1f(x)).

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) n-ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî âûïîëíåíî

f (n)(x0) = lim
∆x→0

∆(n)f(x)

(∆x)n
.

Çàäà÷à 13.(Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîâ â ôîðìå Ëàãðàíæà) Ïóñòü ôóíêöèÿ
f n ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [a, b] è (n+1) ðàç äèôôåðåíöèðóåìà íà
èíòåðâàëå (a, b). Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ òî÷êà c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî

f(b) = f(a) + f ′(a)(b− a) + . . .+
f (n)(a)(b− a)n

n!
+

f (n+1)(c)(b− a)

(n+ 1)!
.
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Çàäà÷à 14. Ïóñòü fn � äèôôåðåíöèðóåìû íà èíòåðâàëå (a, b) è ðÿä
∑∞

n=1 f
′
n(x) ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî íà (a, b), à ðÿä
∑∞

n=1 fn(x) ñõîäèòñÿ õîòÿ áû îäíîé òî÷êå. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä∑∞
n=1 fn(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè è âåðíî ðàâåíñòâî:( ∞∑

n=1

fn(x)
)′

=
∞∑
n=1

f ′
n(x).

Çàäà÷à 15. Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä
∑∞

n=1 cnx
n çàäàåò íà êðóãå ñõîäèìîñòè áåñêî-

íå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f , ïðè÷åì n!cn = fn(0).
Çàäà÷à 16. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak} äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñ-

êîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f : R → R, òàêàÿ ÷òî f (k)(0) = ak.
Çàäà÷à 17. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = e−1/x2

ïðè x > 0 è f(x) = 0 ïðè x ≤ 0
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà íà R.
Çàäà÷à 18. Ïóñòü f ∈ C∞(−1, 1), f îòëè÷íà îò íóëÿ â ëþáîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè

x = 0 è f (k)(0) = 0 äëÿ âñÿêîãî k ≥ 0. Äîêàæèòå, ÷òî supk,x |f (k)(x)| = +∞.
Çàäà÷à 19. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà F ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî

äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f : R → R, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå 0 â òî÷êàõ F è òîëüêî â
íèõ.
Çàäà÷à 20. Ïóñòü f � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà [0,+∞) è f(0) = 1.

Âû÷èñëèòå ïðåäåë limn→∞(f( t
n
))n äëÿ âñÿêîãî t ≥ 0.

Çàäà÷à 21. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïðåäåëà

lim
x→0

sin(shx)− sh(sinx)

x7
.

Çàäà÷à 22. Ïóñòü x = x(t) � êîðåíü óðàâíåíèÿ x5 + x = t. Íàéäèòå ïåðâûå òðè ÷ëåíà
ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè x(t) â òî÷êå t = 0.
Çàäà÷à 23. Íàéäèòå ïåðâûå òðè ÷ëåíà àñèìïòîòèêè n-îãî êîðíÿ óðàâíåíèÿ tg(x) = x.
Çàäà÷à 24. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë {Bk} ñëåäóþùèì ðàç-

ëîæåíèåì â ðÿä Òåéëîðà:

x

ex − 1
=

∞∑
n=0

Bn

n!
xn, |x| < 1.

a) Äîêàæèòå, ÷òî Bk = 0 äëÿ íå÷åòíûõ k ≥ 3.
b) Äîêàæèòå, ÷òî

Bn =
−1

n+ 1

n∑
k=1

(
n+ 1

k + 1

)
Bn−k.

c) Äîêàæèòå, ÷òî

tg(x) =
∞∑
n=1

|B2n|
22n(22n − 1)

(2n)!
x2n−1, |x| < π/2.

d) Äîêàæèòå, ÷òî
N−1∑
n=1

nk =
1

k + 1

k∑
s=0

(
k + 1

s

)
BsN

k+1−s.

Çàäà÷à 25. (a) Ê ðåêå øèðèíîé a ïîñòðîåí ïîä ïðÿìûì óãëîì êàíàë øèðèíîé b. Êàêîé
ìàêñèìàëüíîé äëèíû ñóäà ìîãóò âõîäèòü â ýòîò êàíàë?

(b) ×åòûðå áóêàøêè, ñèäåâøèå â âåðøèíàõ åäèíè÷íîãî êâàäðàòà, ñòàëè äâèãàòüñÿ äðóã
çà äðóãîì ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ, äåðæà êóðñ íà ïðåñëåäóåìîãî. Íàéäèòå òðàåêòîðèè èõ
äâèæåíèÿ.

(c) ×àøêó öèëèíäðè÷åñêîé ôîðìû ñ ÷àåì âðàùàþò âîêðóã ñâîåé îñè ñ ïîñòîÿííîé
óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω. Íàéäèòå ôîðìó ïîâåðõíîñòè ÷àÿ.


