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Àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà
ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà

Íåïðèâîäèìûå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà, ïî èõ îïðåäåëåíèþ, íåëüçÿ ðàçâàëèòü â îáú-
åäèíåíèå ìåíüøèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ. À ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î ïðèâîäèìûõ ïîä-
ìíîæåñòâàõ?

Ïðåäëîæåíèå 1. 1. Ëþáàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ öåïî÷êà âëîæåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

ïîäìíîæåñòâ An
k êîíå÷íà.

2. Ïóñòü X ⊂ X1 ∪ . . . ∪Xm, ãäå X � íåïðèâîäèìîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ∃iX ⊂ Xi.

3. Ëþáîå àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî â An ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå

ïîïàðíî íå âëîæåííûõ íåïðèâîäèìûõ ïîäìíîæåñòâ, ïðè÷¼ì åäèíñòâåííûì îáðà-

çîì. Ýòè ïîäìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ åãî íåïðèâîäèìûìè êîìïîíåíòàìè.

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì äàäèì âàæíîå

Îïðåäåëåíèå 2. Êîëüöî A íàçûâàåòñÿ í¼òåðîâûì, åñëè ëþáîé èäåàë â A êîíå÷íî ïî-
ðîæä¼í.

Îïðåäåëåíèå 3. Êîëüöî A íàçûâàåòñÿ í¼òåðîâûì, åñëè ëþáàÿ âîçðàñòàþùàÿ öåïî÷êà
I1 ⊂ I2 ⊂ . . . èäåàëîâ â A ñòàáèëèçèðóåòñÿ, ò.å. ∃N , äëÿ êîòîðîãî IN = Ik ïðè âñåõ K > N .

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòè äâà îïðåäåëåíèÿ ðàâíîñèëüíû. Òåîðåìà Ãèëüáåðòà î áà-
çèñå óòâåðæäàåò, ÷òî êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ í¼òåðîâî.
Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïî÷òè ëþáîå êîëüöî, ïîÿâëÿþùååñÿ â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, í¼-
òåðîâî. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íå í¼òåðîâà êîëüöà ìîæíî ïðèâåñòè êîëüöî íåïðåðûâíûõ èëè
áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü An ⊃ X1 ⊃ X2 ⊃ . . . � áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ñòðîãî óáû-
âàþùèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ. Òîãäà I(X1) ⊂ I(X2) ⊂ . . . ⊂ k[x1, . . . , xn] �
áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ èäåàëîâ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò í¼òåðîâîñòè
êîëüöà k[x1, . . . , xn].

2. X = (X ∩X1) ∪ (X ∩ (X2 ∪ . . . ∪Xm)). Òàê êàê X íåïðèâîäèìî, òî X = X ∩X1 èëè
X = X ∩ (X2 ∪ . . . ∪ Xm), çíà÷èò X ⊂ X1 èëè X ⊂ X2 ∪ . . . ∪ Xm. Â ïåðâîì ñëó÷àå
âñ¼ äîêàçàíî, âî âòîðîì ïðèìåíèì èíäóêöèþ.

3. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ. Ïóñòü X ïðèâîäèìî, çàïèøåì X = X ′ ∪ X ′′.
Åñëè è X ′, è X ′′ ðàñêëàäûâàþòñÿ â îáúåäèíåíèå íåïðèâîäèìûõ, òî è X òîæå � âñ¼
äîêàçàíî. Èíà÷å îáîçíà÷èì ÷åðåç X1 òî èç X ′ è X ′′, êîòîðîå íå ðàñêëàäûâàåòñÿ, è
ïðèìåíèì ê íåìó ýòîò ïðîöåññ èíäóêòèâíî. Ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ óáûâàþùóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ � ïðîòèâîðå÷èå ñ ïóíêòîì 1.
Â ïîëó÷åííîì ðàçëîæåíèè âûêèíåì âñå âëîæåííûå êîìïîíåíòû.

Åäèíñòâåííîñòü: ïóñòü X = ∪Xi = ∪X ′
i. Òîãäà ïî ïóíêòó 2 íàéä¼òñÿ s, äëÿ êîòîðîãî

X1 ⊂ X ′
s. Àíàëîãè÷íî, X

′
s âëîæåíî â íåêîòîðîå èç Xi. Èç òîãî, ÷òî âñå Xi ïîïàðíî

íå âëîæåíû, ïîëó÷àåì, ÷òî X1 = X ′
s. Àíàëîãè÷íî äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ êîìïîíåíò.
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Â ïðîøëûé ðàç ìû äîêàçàëè, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ðàçëè÷íûõ íåïðèâîäèìûõ êðèâûõ íà ïëîñ-
êîñòè ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê. Áîëåå òîãî, ýòî êîëè÷åñòâî ìîæíî îöåíèòü.

Íàïîìíèì, ÷òî ñòåïåíüþ íåïðèâîäèìîé ïëîñêîé êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì
f(x, y) = 0, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî deg f . Ñòåïåíü êðèâîé X îáîçíà÷àåòñÿ degX.

Òåîðåìà 4 (Áåçó). Ïóñòü X, Y ⊂ An
k � äâå ïëîñêèå êðèâûå, íå èìåþùèå îáùèõ êîìïî-

íåíò.

1. Òîãäà |X ∩ Y | 6 degX · deg Y .

2. Íà ñàìîì äåëå |X ∩ Y | = degX · deg Y .

Ïðèìåð 5. Ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé y = 0 ñ êðèâîé g(x, y) = 0 � ýòî òî÷êè âèäà (a, 0), ãäå a
� êîðåíü ìíîãî÷ëåíà g(x, 0). Èõ ÷èñëî íå ïðåâîñõîäèò

degx g(x, 0) 6 deg g(x, y) = degX · deg Y.

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîé òåîðåìå Áåçó äëÿ ÷èñëà êîðíåé
ìíîãî÷ëåíà.

Ïðèìåð 6. Ïåðåñå÷åíèå äâóõ êðèâûõ ñòåïåíè 2 â A2
R, ñîãëàñíî òåîðåìå Áåçó, ñîñòîèò

èç íå áîëåå, ÷åì 4 òî÷åê. Òàêèå êðèâûå � ýòî ýëëèïñû, ãèïåðáîëû è ïàðàáîëû, à òàêæå
âûðîæäåííûå êðèâûå: äâîéíàÿ ïðÿìàÿ èëè ïàðà ïðÿìûõ. Ëåãêî ïðèâåñòè ïðèìåð, êîãäà
ïåðåñå÷åíèå ñîñòîèò ðîâíî èç 4 òî÷åê: äâà ýëëèïñà x2 +2y2 = 3 è 2x2 +y2 = 3. Òàêæå ëåãêî
óâèäåòü, ÷òî îíî ìîæåò áûòü è ïóñòûì, è ñîäåðæàòü 1, 2 èëè 3 òî÷êè.

Ôðàçà ¾íà ñàìîì äåëå¿ â ïóíêòå 2 òåîðåìû Áåçó îçíà÷àåò, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè òî÷åê
ðîâíî degX · deg Y , íî íåêîòîðûå èç íèõ íå ñðàçó âèäíû. Åñëè íàó÷èòüñÿ èõ íàõîäèòü,
òî ìîæíî áóäåò ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî. Åñòü òðè òèïà
ñêðûâàþùèõñÿ òî÷åê, êîòîðûå òàêæå íóæíî ïîñ÷èòàòü:

1. òî÷êè, îïðåäåë¼ííûå íàä ðàñøèðåíèåì ïîëÿ,

2. êðàòíûå òî÷êè,

3. áåñêîíå÷íî óäàë¼ííûå òî÷êè.

Ïåðâûé òèï � ýòî, ê ïðèìåðó, êîìïëåêñíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ äåéñòâèòåëü-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè, çàäàþùåé ïåðåñå÷åíèå êðèâûõ. Îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1 ñ öåíòðàìè
â òî÷êàõ (±2, 0) íå ïåðåñåêàþòñÿ, îäíàêî åñëè çàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé, òî ó íå¼ áóäåò ÷åòûðå ðåøåíèÿ. ×òîáû ñïðàâèòüñÿ ñ ýòîé ïðîáëåìîé, äîñòàòî÷íî
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî.

Âòîðîé òèï òî÷åê � ýòî, íàïðèìåð, òî÷êè êàñàíèÿ êðèâîé X = V (f) è ïåðåñåêàþùåé
å¼ ïðÿìîé y = 0. Â ýòîì ñëó÷àå îãðàíè÷åíèå ìíîãî÷ëåíà f íà ïðÿìóþ � ýòî ìíîãî÷ëåí
f(x, 0), åãî êîðíè äàþò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, à òî÷êàì êàñàíèÿ ñîîòâåòñòâóþò êðàòíûå êîð-
íè. Êðàòíîñòüþ ïåðåñå÷åíèÿ â òàêîé òî÷êå êàñàíèÿ íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòü êîðíÿ f(x, 0).
Íàïîìíèì

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü a ∈ k� êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ k[x]. Êðàòíîñòüþ a íàçûâàåòñÿ

òàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî r, ÷òî f(x)
...(x− a)r.
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Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â òî÷êå êàñàíèÿ êðèâûõ íàõîäÿòñÿ íåñêîëüêî ñëèïøèõñÿ òî÷åê ïåðåñå÷å-
íèÿ, è â òåîðåìå Áåçó èõ íóæíî ñ÷èòàòü ñ êðàòíîñòüþ. Îäíàêî, äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü
êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêèõ êðèâûõ â îáùåì ñëó÷àå, íóæíî ïîòðóäèòüñÿ.

Íàõîæäåíèå òî÷åê ýòèõ äâóõ òèïîâ óæå ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Áåçó äëÿ
ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàâåíñòâîì:

Òåîðåìà 8 (Òåîðåìà Áåçó äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ). Ïóñòü f(x) ∈ k[x] � ìíîãî÷ëåí, è ïîëå k
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Òîãäà ÷èñëî êîðíåé f ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòåé ðàâíî deg(f).

Òðåòèé òèï òî÷åê � ýòî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, êîòîðûå ëåæàò íå íà ñàìèõ êðèâûõ, à
íà èõ ïðîåêòèâíûõ çàìûêàíèÿõ. Îíè âîçíèêàþò ñàìè ñîáîé ïðè ïåðåõîäå îò àôôèííîé
ïëîñêîñòè ê ïðîåêòèâíîé, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì öåëîé ïðÿìîé, ñîñòîÿùåé èç
áåñêîíå÷íî óäàë¼ííûõ òî÷åê. Èìè ìû ñåé÷àñ è çàéì¼ìñÿ.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïðîåêòèâíûì n-ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì Pnk íàä ïîëåì k íàçûâàåòñÿ
ôàêòîð ìíîæåñòâà íåíóëåâûõ íàáîðîâ (x0, . . . , xn) ∈ kn+1 ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè:
(x0, . . . , xn) ∼ (tx0, . . . , txn), t 6= 0. Êëàññ òàêîãî íàáîðà îáîçíà÷àåòñÿ (x0 : . . . : xn) Â
èíâàðèàíòíîì âèäå, ïðîåêòèâèçàöèÿ P(V ) âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ðàçìåðíîñòè n+ 1
� ýòî ìíîæåñòâî ïðÿìûõ â V , ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç 0.

Ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî Pn ïîêðûâàåòñÿ àôôèííûìè ïðîñòðàíñòâàìè, íàçûâàåìû-
ìè êàðòàìè. Äëÿ i = 0 . . . n ïîëîæèì Ui = {(x0 : . . . : xn) | xi 6= 0} ⊂ Pn. Èìååòñÿ áèåêöèÿ
φi : Ui → An, ñîïîñòàâëÿþùàÿ (äëÿ i = 0) òî÷êå (x0 : . . . : xn) ∈ U0 òî÷êó (x1

x0
, . . . , xn

x0
) ∈ An,

à òî÷êå (y1, . . . , yn) ∈ An òî÷êó (1 : y1 : . . . : yn) ∈ U0. Òî÷êè, íå ëåæàùèå â äàííîé êàðòå,
íàçûâàþòñÿ áåñêîíå÷íî óäàë¼ííûìè äëÿ íå¼.

Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà â òî÷êå ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà íåëüçÿ. Îäíà-
êî äëÿ îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î òîì, ðàâíî ëè íóëþ ýòî çíà-
÷åíèå. Äåëî â òîì, ÷òî äëÿ îäíîðîäíîãî ìíîãî÷ëåíà F ∈ k[x0, . . . , xn] ñòåïåíè m âåðíî
F (tx0, . . . , txn) = tmF (x0, . . . , xn). Ïîýòîìó îí îäíîâðåìåííî ðàâåí èëè íå ðàâåí íóëþ âî
âñåõ ýêâèâàëåíòíûõ íàáîðàõ êîîðäèíàò.

Îïðåäåëåíèå 10. Àëãåáðàè÷åñêèì ïîäìíîæåñòâîì ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà Pnk íà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî íóëåé íåêîòîðîé (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîé) ñèñòåìû óðàâíåíèé Fα(x0 :
. . . : xn) = 0, ãäå Fα ∈ k[x0, . . . , xn] � îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû.

Òàêæå ìîæíî äàòü ëîêàëüíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 11. Ïîäìíîæåñòâî X ⊂ Pn íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè âñå ïåðåñå÷å-
íèÿ X ∩ Ui � àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà â àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâàõ An.

Ïîêàæåì, ÷òî îïðåäåëåíèÿ 10 è 11 ðàâíîñèëüíû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè X çàäàíî ñèñòå-
ìîé óðàâíåíèé Fα = 0, òî X ∩ U0 çàäàíî ñèñòåìîé óðàâíåíèé fα = 0, ãäå fα(y1, . . . , yn) =
Fα(1, y1, . . . , yn), è ïîòîìó àëãåáðàè÷íî. Äëÿ ðàññóæäåíèÿ â äðóãóþ ñòîðîíó óêàæåì ñïîñîá
ïåðåõîäèòü îò àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé è óðàâíåíèé ê ïðîåêòèâíûì.

Îïðåäåëåíèå 12. Ïðîåêòèâèçàöèåé, èëè ïðîåêòèâíûì çàìûêàíèåì, X̄ àëãåáðàè÷åñêîãî
ïîäìíîæåñòâà X ⊂ An ∼= U0 ⊂ Pn íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî
â Pn, ñîäåðæàùåå X.
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Áîëåå ÿâíî, ïðîåêòèâíîå çàìûêàíèå ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïåðåñå÷åíèå âñåõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ â Pn, ñîäåðæàùèõ X, èëè êàê ìíîæåñòâî íóëåé âñåõ îäíîðîäíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ, ðàâíûõ íóëþ íà X.

Êàê çàïèñàòü â êîîðäèíàòàõ ïðîåêòèâíîå çàìûêàíèå? Åñëè f ∈ k[y1, . . . , yn] � ìíîãî-
÷ëåí, ðàâíûé íóëþ íàX, ðàññìîòðèì îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí F (x0, . . . , xn) = xd0f(x1

x0
, . . . , xn

x0
),

ãäå d = deg f .

Ïðåäëîæåíèå 13. 1. Íóëè ìíîãî÷ëåíà F â ïåðåñå÷åíèè ñ U0 ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè f .

2. Åñëè èäåàë ïîäìíîæåñòâà X ïîðîæä¼í ìíîãî÷ëåíàìè fα, òî çàìûêàíèå X � ìíî-

æåñòâî íóëåé ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ Fα.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Òî÷êè U0 èìåþò âèä (1 : x1 : . . . : xn). Äëÿ òàêîé òî÷êè óñëîâèÿ
F (1, x1, . . . , xn) = 0 è f(x1, . . . , xn) ðàâíîñèëüíû.

2. Î÷åâèäíî, íà çàìûêàíèè X âñå ìíîãî÷ëåíû Fα îáðàùàþòñÿ â íîëü. Îáðàòíî, ïóñòü
â íåêîòîðîé òî÷êå P = (x0, . . . , xn) ∈ Pn âñå ìíîãî÷ëåíû Fα îáðàùàþòñÿ â íîëü è ïóñòü
F ∈ k[x0, . . . , xn] � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí, ðàâíûé íóëþ íà X. Ïîêàæåì, ÷òî F (P ) = 0.
Ìíîãî÷ëåí f(x1, . . . , xn) = F (1, x1, . . . , xn) òàêæå ðàâåí íóëþ íà X è ïîýòîìó âûðàæàåòñÿ
÷åðåç fα: f =

∑
fαgα. Ïåðåõîäÿ ê ïðîåêòèâíûì êîîðäèíàòàì, ïîëó÷èì xl0F (x0, . . . , xn) =∑

Fα(x0, . . . , xn)Ḡα(x0, . . . , xn). Åñëè x0 = 0, òî P ∈ U0, çíà÷èò ïî ïóíêòó 1 òî÷êà P ∈ X
è F (P ) = 0 ïî ïðåäïîëîæåíèþ. Èíà÷å ïîäñòàâèì â ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî (x0, . . . , xn) è
ïîëó÷èì F (x0, . . . , xn) = 0.
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