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Òåîðåìà Ãèëüáåðòà î íóëÿõ

Â ïðîøëûé ðàç ìû âûÿñíèëè, ÷òî çàìêíóòûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ àôôèííîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ðàäèêàëüíûì èäåàëàì â êîëüöå ðåãóëÿðíûõ ôóíê-
öèé íà X. Ñåãîäíÿ ìû ïðîäîëæèì ïåðåâîäèòü ðàçíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ïîíÿòèÿ íà àëãåá-
ðàè÷åñêèé ÿçûê. Êàê è ïðåæäå, ïîëå ïðåäïîëàãàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì, à
ïîä ìíîãîîáðàçèåì ìû èìååì â âèäó àôôèííîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå.

Ïðåäëîæåíèå 1. Àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå X íåïðèâîäèìî ⇐⇒ â êîëüöå k[X] íåò äå-
ëèòåëåé íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè åñòü äåëèòåëè íóëÿ: f1f2 = 0, òî ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå: X = {f1 =
0}∪{f2 = 0}. Îáðàòíî, åñëè ðàçëîæåíèå X = X1∪X2 íåòðèâèàëüíî, òî íàéäóòñÿ ôóíêöèè
fi òàêèå, ÷òî fi|Xi

= 0 è fi 6= 0. Òîãäà f1f2 = 0, çíà÷èò åñòü äåëèòåëè íóëÿ.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü Y ⊂ X � àôôèííîå ïîäìíîãîîáðàçèå. Èäåàë I(Y ) ⊂ k[X] ïðîñò
⇐⇒ Y íåïðèâîäèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîãîîáðàçèå Y íåïðèâîäèìî ⇔ k[Y ] = k[X]/I(Y ) íå èìååò äåëèòåëåé
íóëÿ ⇔ I(Y ) ïðîñò.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü X � àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå, à J ⊂ k[X] � ðàäèêàëüíûé èäåàë.
Òîãäà J = ∩mi=1pi åñòü ïåðåñå÷åíèå íåêîòîðûõ ïðîñòûõ èäåàëîâ pi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîãîîáðàçèå Y = V (J) ðàñêëàäûâàåòñÿ â îáúåäèíåíèå íåïðèâîäèìûõ
êîìïîíåíò Y = ∪mi=1Yi. Ïåðåõîäÿ ê èäåàëàì ïðè ïîìîùè ïðåäëîæåíèÿ 15 ïðîøëîé ëåêöèè,
ïîëó÷àåì

J = r(J) = I(V (J)) = I(∪Yi) = ∩I(Yi),

ãäå èäåàëû pi = I(Yi) ïðîñòûå ïî ñëåäñòâèþ 2.

Çàìå÷àíèå 4. Êîìïîçèöèÿ ðåãóëÿðíûõ îòîáðàæåíèé ðåãóëÿðíà.

Ïóñòü φ : X → Y � ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå. Îíî îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì

φ∗ : k[Y ]→ k[X]

íà àëãåáðàõ ôóíêöèé: åñëè f ∈ k[Y ], òî ïîëîæèì φ∗f = f ◦ φ.

Çàìå÷àíèå 5. Äëÿ îòîáðàæåíèé X
φ−→ Y

ψ−→ Z èìååì (ψφ)∗ = φ∗ψ∗.

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü s : k[Y ] → k[X] � ãîìîìîðôèçì àëãåáð íàä k. Òîãäà îí èìååò
âèä φ∗ äëÿ åäèíñòâåííîãî ðåãóëÿðíîãî îòîáðàæåíèÿ φ : X → Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y ⊂ Am, yi � êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè íà Am, à ȳi ∈ k[Y ] � èõ
îãðàíè÷åíèÿ íà Y . Ïîëîæèì

φ(x) = (s(ȳ1)(x), . . . , s(ȳm)(x)).

Òàê êàê s(ȳi) � ðåãóëÿðíûå íà X ôóíêöèè, òî φ ðåãóëÿðíî ïî îïðåäåëåíèþ. Ïðîâåðèì,
÷òî imφ ⊂ Y . Ïóñòü f ∈ I(Y ) � ìíîãî÷ëåí, ïîêàæåì, ÷òî f îáíóëÿåòñÿ íà îáðàçå φ.
Äåéñòâèòåëüíî,

f(s(ȳ1)(x), . . . , s(ȳm)(x)) = s(f(ȳ1, . . . , ȳm))(x) = s(0)(x) = 0.

ßñíî, ÷òî φ∗ = s íà âñåõ ȳi è çíà÷èò, íà âñåé àëãåáðå k[Y ]. ßñíî òàêæå, ÷òî φ åäèíñòâåííî.
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Ñëåäñòâèå 7. Ïóñòü φ : X → Y � ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå ìåæäó àôôèííûìè ìíîãî-
îáðàçèÿìè è φ∗ � èçîìîðôèçì. Òîãäà φ � èçîìîðôèçì.

Ïóñòü k[X] è k[Y ] èçîìîðôíû. Òîãäà X è Y èçîìîðôíû.

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïîäìíîãîîáðàçèÿ àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé ñîîòâåòñòâóþò ñþðúåê-
òèâíûì ãîìîìîðôèçìàì àëãåáð ôóíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X ⊂ Y � àôôèííîå ïîäìíîãîîáðàçèå. Ëþáàÿ ðåãóëÿðíàÿ ôóíê-
öèÿ íà X � îãðàíè÷åíèå ìíîãî÷ëåíà ñ àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà, à çíà÷èò, è îãðàíè÷åíèå
ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè ñ Y . Ïîýòîìó èìååì ñþðúåêöèþ k[Y ]→ k[X] � îãðàíè÷åíèå.

Îáðàòíî, åñëè ãîìîìîðôèçì φ∗ : k[Y ] → k[X] ñþðúåêòèâåí, ïóñòü I � åãî ÿäðî. Ïóñòü
ïîäìíîãîîáðàçèå X ′ ⊂ Y � ìíîæåñòâî íóëåé âñåõ ôóíêöèé èç I. Òîãäà îáðàç φ ëåæèò â
X ′, è åñëè f ∈ I(X ′), òî φ(f) = 0, ïîýòîìó f ∈ I. Çíà÷èò I = I(X ′) è äëÿ îòîáðàæåíèÿ
ψ : X → X ′ èìååì ψ∗ : k[X ′] = k[Y ]/I → k[X] � èçîìîðôèçì. Ïî ñëåäñòâèþ 7 ïîëó÷àåì,
÷òî ψ � èçîìîðôèçì, ò.å. X � ïîäìíîãîîáðàçèå.

Ïðèìåð 9. Ïóñòü X = A1, Y = A2, φ(t) = (t2, t3). Òîãäà φ∗(x) = t2, φ∗(y) = t3. Îáðàç
φ∗ � ïîäêîëüöî k[t2, t3] ⊂ k[t], ò.å. φ∗ íå ñþðúåêòèâíî. Õîòÿ îòîáðàæåíèå φ è èíúåêòèâíî
íà ìíîæåñòâå òî÷åê, îíî íå ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì ïîäìíîãîîáðàçèÿ � åãî îáðàç íå èçîìîð-
ôåí A1.

Íàïîìíèì

Îïðåäåëåíèå 10. Ïîäìíîæåñòâî M òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ïëîò-
íûì, åñëè åãî çàìûêàíèå M ñîâïàäàåò ñ X.

Ïðåäëîæåíèå 11. Îòîáðàæåíèå φ : X → Y èìååò ïëîòíûé (â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî)
îáðàç ⇐⇒ ãîìîìîðôèçì φ∗ èíúåêòèâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè φ∗ èìååò íåòðèâèàëüíîå ÿäðî, âîçüì¼ì f ∈ k[Y ], φ∗f = 0. Òîãäà
îáðàç φ (à çíà÷èò, è åãî çàìûêàíèå) ëåæèò â çàìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå {y | f(y) = 0} ⊂ Y ,
è ïîòîìó íå ïëîòåí. Îáðàòíî, åñëè imφ 6= Y , òî íàéä¼òñÿ íåíóëåâàÿ f ∈ k[Y ] òàêàÿ, ÷òî
f = 0 íà φ(Y ). Çíà÷èò, ÿäðî φ∗ íåòðèâèàëüíî.

Ïðèìåð 12. Ïóñòü X = Y = A2, φ(u, v) = (u, uv). Òîãäà φ∗(x) = u, φ∗(y) = uv, è φ∗

èíúåêòèâåí. Ïðè ýòîì îáðàç φ ñîñòîèò èç òî÷åê (x, y), ãäå x 6= 0, è òî÷êè (0, 0). Îí íå
çàìêíóò è íå îòêðûò, íî ïëîòåí. Åñëè æå âçÿòü ψ(u, v) = (u−v, (u−v)2), òî ψ∗(x2−y) = 0,
òî åñòü, ψ∗ íå èíúåêòèâíî. Ïðè ýòîì îáðàç ψ � ïàðàáîëà íà ïëîñêîñòè, ýòî íå ïëîòíîå
ìíîæåñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 13. Âëîæåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ X â àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî ñîîòâåòñòâó-
þò ñèñòåìàì îáðàçóþùèõ â àëãåáðå k[X].

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè X ⊂ An, òî îãðàíè÷åíèÿ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé x̄i ∈ k[X] ïî-
ðîæäàþò àëãåáðó k[X]. Îáðàòíî, ñèñòåìå ïîðîæäàþùèõ e1, . . . , en ∈ k[X] ñîîòâåòñòâóåò
ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì k[x1, . . . , xn] → k[X], à çíà÷èò, ïî ïðåäëîæåíèþ 8, âëîæåíèå
X ⊂ An.
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Òåïåðü âåðí¼ìñÿ ê òåîðåìå Ãèëüáåðòà î íóëÿõ. Íàïîìíèì

Òåîðåìà 14. Ïóñòü X ⊂ An
k � çàìêíóòîå àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî àôôèííîãî ïðî-

ñòðàíñòâà íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì k, çàäàííîå êàê ìíîæåñòâî íóëåé ìíî-
ãî÷ëåíîâ f1, . . . , fm ∈ k[x1, . . . , xn]. Ïóñòü f � ìíîãî÷ëåí, òîæäåñòâåííî ðàâíûé íóëþ íà
X. Òîãäà fN ëåæèò â èäåàëå (f1, . . . , fm) ïðè íåêîòîðîì N .

Äðóãàÿ, áîëåå êîìïàêòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà:

Òåîðåìà 15. Ïóñòü J ⊂ k[X] � èäåàë â êîëüöå ôóíêöèé àôôèííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ X, k = k̄. Òîãäà I(V (J)) = r(J).

Èìååòñÿ ïðîñòîå, íî âàæíîå

Ñëåäñòâèå 16. Ïóñòü J ⊂ k[x1, . . . , xn] � ñîáñòâåííûé èäåàë, k = k̄. Òîãäà V (J) íåïóñòî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ñóãóáî àëãåáðàè÷åñêèé ôàêò.

Òåîðåìà 17 (àëãåáðàè÷åñêàÿ âåðñèÿ òåîðåìû Ãèëüáåðòà î íóëÿõ). Ïóñòü A � êîíå÷íî
ïîðîæä¼ííîå êîëüöî íàä ïîëåì k, ñàìî ÿâëÿþùååñÿ ïîëåì. Òîãäà A � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå
ïîëÿ k, ò.å. êîíå÷íîìåðíî íàä k.

Ïðèìåð 18. 1. Ïóñòü A = k[x]. Òîãäà A êîíå÷íî ïîðîæäåíà íàä k êàê àëãåáðà, íî A �
íå ïîëå. Òåîðåìà íåïðèìåíèìà, è A � íå êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé ìîäóëü íàä k.

2. Ïóñòü A = k(x). Òîãäà A � ïîëå è A êîíå÷íî ïîðîæäåíî íàä k êàê ïîëå. Íî A íå êî-
íå÷íî ïîðîæäåíà êàê àëãåáðà. Òåîðåìà íåïðèìåíèìà, è A � íå êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé
ìîäóëü íàä k.

Ñëåäñòâèå 19. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Òîãäà âñå ìàêñè-
ìàëüíûå èäåàëû â êîëüöå A = k[x1, . . . , xn] èìåþò âèä I(P ) = (x1 − a1, . . . , xn − an) äëÿ
íåêîòîðîé òî÷êè P = (a1, . . . , an) ∈ An.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì óäîáíûé êðèòåðèé: èäåàë I ⊂ R ìàêñèìàëåí ⇐⇒ ôàêòîð-
êîëüöî R/I � ïîëå.

Ïðîâåðèì ñïåðâà, ÷òî èäåàëû óêàçàííîãî âèäà ìàêñèìàëüíû. Ïóñòü P = (a1, . . . , an) �
òî÷êà, ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì k[x1, . . . , xn] → k, ïåðåâîäÿùèé f â f(P ). Îí ñþðúåêòè-
âåí, è åãî ÿäðî � èäåàë I(P ), çíà÷èò A/I(P ) ∼= k è I(P ) ìàêñèìàëåí.

Îáðàòíî, ïóñòü m ⊂ A � ìàêñèìàëüíûé èäåàë, òîãäà ïîëå F = A/m ñîäåðæèò ïîëå k
è êîíå÷íî ïîðîæäåíî íàä íèì êàê àëãåáðà (ò.ê. àëãåáðà A êîíå÷íî ïîðîæäåíà). Çíà÷èò,
ïî òåîðåìå 17 ïîëå F � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå k. Íî k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, ïîýòîìó
F = k. Ïóñòü ýëåìåíòû x̄i ∈ F (îáðàçû xi ∈ A) ñîîòâåòñòâóþò ÷èñëàì ai ∈ k. Òîãäà îáðàçû
xi− ai â F ðàâíû íóëþ è xi− ai ∈ m. Ñëåäîâàòåëüíî, I(P ) = (x1− a1, . . . , xn− an) ⊂ m. Èç
ìàêñèìàëüíîñòè I(P ) ïîëó÷àåì, ÷òî I(P ) = m.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 16. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî íå çàâèñèò îò òåîðåìû Ãèëüáåðòà 17
è áóäåò èñïîëüçîâàíî äëÿ å¼ ïîëó÷åíèÿ.

Ïóñòü I ⊂ k[x1, . . . , xn] � ñîáñòâåííûé èäåàë. Åãî ìîæíî âëîæèòü â ìàêñèìàëüíûé
èäåàë m. Îí èìååò âèä m = I(P ) äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè P ∈ An. Òîãäà P ∈ V (I): åñëè
f ∈ I, òî f ∈ I(P ) è f(P ) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 17. Ïóñòü X ⊂ An çàäàíî óðàâíåíèÿìè f1 = . . . = fm = 0, è
f |X = 0. Ðàññìîòðèì X̄ ⊂ An+1, çàäàííîå óðàâíåíèÿìè

fi(x1, . . . , xn) = 0 è xn+1f(x1, . . . , xn)− 1 = 0.

Î÷åâèäíî, X̄ ïóñòî: åñëè fi(x1, . . . , xn) = 0, òî xn+1f(x1, . . . , xn) − 1 = −1 6= 0. Çíà÷èò,
ïî ñëåäñòâèþ 3 ìíîãî÷ëåíû fi(x1, . . . , xn) è xn+1f(x1, . . . , xn) − 1 ïîðîæäàþò âñ¼ êîëüöî
k[x1, . . . , xn+1]. Çàïèøåì

1 = b(x1, . . . , xn+1)(xn+1f(x1, . . . , xn)− 1) +
∑

ai(x1, . . . , xn+1)fi(x1, . . . , xn).

Ïóñòü N � ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü, ñ êîòîðîé xn+1 âõîäèò â ìíîãî÷ëåíû ai, äîìíîæèì
íà fN .

f(x)N = f(x)nb(x)(xn+1f(x)− 1) +
∑

f(x)Nai(x1, . . . , xn+1)fi(x1, . . . , xn).

Äëÿ âñåõ âñòðå÷ xdn+1 â ai çàìåíèì xdn+1f
d íà 1 + (xdn+1f

d − 1) = 1 + (xn+1f − 1)(. . .).
Ïåðåíåñ¼ì (xn+1f − 1)(. . .) â ñëàãàåìîå, ãäå b(x)(xn+1f(x)− 1). Ïîëó÷èì:

f(x1, . . . , xn)N = b̃(x)(xn+1f(x1, . . . , xn)− 1) +
∑

ãi(x1, . . . , xn)fi(x1, . . . , xn).

Çäåñü fN è âñå ñëàãàåìûå ñóììû íå ñîäåðæàò xn+1, à b̃(x)(xn+1f − 1) ñîäåðæèò å¼, åñëè

òîëüêî b̃(x) 6= 0. Çíà÷èò, b̃(x) = 0

f(x1, . . . , xn)N =
∑

ãi(x1, . . . , xn)fi(x1, . . . , xn),

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Èòàê, ìàêñèìàëüíûå èäåàëû â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ íàä çàìêíóòûì ïîëåì ñîîòâåòñòâó-
þò òî÷êàì àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà. Âåðíî àíàëîãè÷íîå è äëÿ ëþáûõ àôôèííûõ ìíîãî-
îáðàçèé.

Ïðåäëîæåíèå 20. Ïóñòü X ⊂ An � àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå íàä ïîëåì k = k̄. Òîãäà
ëþáîé ìàêñèìàëüíûé èäåàë â k[X] èìååò âèä I(P ) äëÿ P ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = k[x1, . . . , xn], à p : A → k[X] � åñòåñòâåííàÿ ñþðúåêöèÿ, m ⊂
k[X] � ìàêñèìàëüíûé èäåàë. Òîãäà p−1m ⊂ A � ìàêñèìàëüíûé èäåàë, ò.ê. îòîáðàæåíèå
A/p−1m → k[X]/m áèåêòèâíî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 19 èìååì p−1m = I(P ). Ïðè ýòîì I(X) =
ker p ⊂ p−1m = I(P ), ñëåäîâàòåëüíî P ∈ X.

Èòàê, ìàêñèìàëüíûå èäåàëû êîëüöà ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé � ýòî òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ.
Â àáñòðàêòíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ýòî ïðèíèìàåòñÿ çà îïðåäåëåíèå òî÷êè ìíîãî-
îáðàçèÿ.
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