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Îñîáûå è íåîñîáûå òî÷êè

Â ïðîøëûé ðàç ìû îïðåäåëèëè ëîêàëüíîå êîëüöî OX,x òî÷êè x íà ìíîãîîáðàçèè X.
Ñåãîäíÿ ñ åãî ïîìîùüþ ìû èçó÷èì ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ìíîãîîáðàçèÿ â ñëó÷àå êðèâîé.

Íàïîìíèì, ÷òî êîëüöî OX,x ëîêàëüíî, ò.å. èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé èäå-
àë mx. Îí ñîñòîèò èç ôóíêöèé, ðàâíûõ íóëþ â òî÷êå x.

Îïðåäåëåíèå 1. Òî÷êà P ïëîñêîé àôôèííîé êðèâîé X, çàäàííîé íåïðèâîäèìûì óðàâ-
íåíèåì f(x, y) = 0, íàçûâàåòñÿ íåîñîáîé èëè ãëàäêîé, åñëè(

df

dx
(P ),

df

dy
(P )

)
6= (0, 0).

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êà P íàçâûàåòñÿ îñîáîé.

Çàìå÷àíèå 2. Â ñëó÷àå k = R òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè èç ìàòàíàëèçà ãîâîðèò, ÷òî
â îêðåñòíîñòè íåîñîáîé òî÷êè P êðèâàÿ X åñòü ãðàôèê íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíêöèè y(x)
èëè x(y), èíûìè ñëîâàìè, èçîìîðíà èíòåðâàëó íà ïðÿìîé. Â àëãåáðàè÷åñêîé ñèòóàöèè âñ¼
íàìíîãî èíòåðåñíåå.

Ïðåäëîæåíèå 3. Òî÷êà P ïëîñêîé àôôèííîé êðèâîé X, çàäàííîé íåïðèâîäèìûì óðàâ-

íåíèåì f(x, y) = 0, íåîñîáà ⇐⇒ èäåàë mP ⊂ OX,P ãëàâíûé, ò.å. ïîðîæä¼í îäíèì ýëå-

ìåíòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P íåîñîáà. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî P = (0, 0) è df
dy

(P ) 6= 0. Çàïèøåì

f(x, y) â âèäå
f(x, y) = ax+ by + f2 + . . .+ fn,

ãäå fi � îäíîðîäíûå ñëàãàåìûå ñòåïåíè i è b 6= 0. Î÷åâèäíî, ÷òî mP = (x̄, ȳ), ïîêàæåì, ÷òî
ȳ ∈ (x̄) â OX,P . Â âûðàæåíèè f(x̄, ȳ) = 0 ñãðóïïèðóåì âñå ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå x̄, â îäíó
ãðóïïó, è îñòàëüíûå, çàâèñÿùèå òîëüêî îò ȳ, â äðóãóþ. Ïîëó÷èì

x̄(a+ p(x̄, ȳ)) + ȳ(b+ q(ȳ)) = 0,

ãäå p(x̄, ȳ)) è q(ȳ) ëåæàò â mP . Òàê êàê (b + q(ȳ))(P ) = b 6= 0, ýëåìåíò b + q(ȳ) îáðàòèì â
OX,P , èìååì

ȳ = − p(x̄, ȳ)

b+ q(ȳ)
· x̄,

÷.ò.ä.
Ïóñòü P îñîáà. Òîãäà f(x, y) = f2 + . . .+ fn, ãäå fi � îäíîðîäíûå ñëàãàåìûå ñòåïåíè i.

Âûáåðåì ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò g â mP , ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g = g(x, y), ãäå g(x, y) =
cx + dy + . . . ∈ k[x, y]. Òîãäà x̄ = g · h1, ȳ = g · h2 äëÿ íåêîòîðûõ h1, h2 ∈ OX,P . Ïóñòü
hi = pi/qi, ãäå pi, qi � ìíîãî÷ëåíû. Òîãäà x · q1 = g · p1 mod f è y · q2 = g · p2 mod f .
Ðàññìàòðèâàÿ ÷ëåíû ñòåïåíè 1 (à ó ìíîãî÷ëåíà f èõ íåò), ïîëó÷èì, ÷òî x ∼ cx + dy è
y ∼ cx+ dy. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñâîéñòâî ìàêñèìàëüíîãî èäåàëà â ëîêàëüíîì êîëüöå íåîñîáîé òî÷êè íà ïëîñêîé êðè-
âîé áûòü ïîðîæä¼ííûì îäíèì ýëåìåíòîì áåð¼òñÿ çà îïðåäåëåíèå íåîñîáîé òî÷êè â ñëó÷àå
ïðîèçâîëüíîé, íå îáÿçàòåëüíî ïëîñêîé, êðèâîé. Âïðî÷åì, åñòü è ìíîãî äðóãèõ îïðåäåëå-
íèé:
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Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü P ∈ X � òî÷êà íà êðèâîé. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíî-

ñèëüíû:

1. èäåàë mP ⊂ OX,P ãëàâíûé;

2. âñå èäåàëû êîëüöà OX,P ãëàâíûå;

3. ∃t ∈ OX,P , òàêîé ÷òî âñå èäåàëû êîëüöà OX,P èìåþò âèä (tn) èëè (0);

4. ∃t ∈ OX,P , òàêîé ÷òî âñå ýëåìåíòû êîëüöà OX,P åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâ-

ëÿþòñÿ â âèäå tn · u, ãäå ýëåìåíò u ∈ OX,P îáðàòèì;

5. âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî mP/m
2
P íàä k îäíîìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1 ⇒ 4. Âûáåðåì îáðàçóþùèé ýëåìåíò t ∈ mP . Ïóñòü g ∈ OX,P � ýëå-
ìåíò. Åñëè g /∈ mP , òî g îáðàòèì, áåð¼ì n = 0 è âñ¼ äîêàçàíî. Åñëè g ∈ mP , òî g = tg1
ïðè íåêîòîðîì g1 ∈ OX,P . Åñëè g1 /∈ mP , òî g1 îáðàòèì, áåð¼ì n = 1 è âñ¼ äîêàçàíî. Åñëè
g1 ∈ mP , òî g1 = tg2 ïðè íåêîòîðîì g2 ∈ OX,P , è òàê äàëåå. Åñëè ýòîò ïðîöåññ îáîðâ¼ò-
ñÿ, òî ìû ïîëó÷èì òðåáóåìîå ïðåäñòàâëåíèå è âñ¼ äîêàçàíî. Èíà÷å ìû ïîëó÷èì ñòðîãî
âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(g1) ⊂ (g2) ⊂ (g3) ⊂ . . .

èäåàëîâ êîëüöà OX,P , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò åãî í¼òåðîâîñòè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâè-
òåëüíî ñòðîãî âîçðàñòàåò, òàê êàê gm+1 /∈ (gm): èíà÷å áû èç ðàâåíñòâà gm = tgm+1 âûõîäèëî,
÷òî t îáðàòèì.

4 ⇒ 3. Ïóñòü I ⊂ OX,P � íåíóëåâîé èäåàë. Ðàññìîòðèì äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a ∈ I
ïðåäñòàâëåíèå a = tn · u. Ïóñòü N � ìèíèìàëüíîå âñòðåòèâøååñÿ çíà÷åíèå n. Òîãäà I =
(tN), ÷òî ëåãêî ïðîâåðèòü.

3 ⇒ 2 ⇒ 1. Î÷åâèäíî.
1 ⇒ 5. Ïóñòü (t) = mP , ïîêàæåì, ÷òî t̄ ïîðîæäàåò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî mP/m

2
P .

Ïóñòü f ∈ mP , òîãäà f = t·g, ãäå g ∈ OX,P . Çàïèøåì g = g(P )+h, ãäå h ∈ mP , ñëåäîâàòåëüíî
f = tg(P )+ th. Ïåðåõîäÿ ê ôàêòîðó ïî m2

P , ïîëó÷èì f̄ = g(P ) · t̄. Çíà÷èò, t̄ � áàçèñ mP/m
2
P .

5⇒ 1. Äîêàçûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ëåììû Íàêàÿìû äëÿ ìîäóëåé íàä ëîêàëüíûìè êîëü-
öàìè, ìû ýòî ðàññóæäåíèå ïðîïóñòèì.

Çàìå÷àíèå 5. Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî 4 îçíà÷àåò, ÷òî â êîëüöå OX,P èìååòñÿ îäíîçíà÷íîå
ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, ïðè÷¼ì ïðîñòîé ýëåìåíò òîëüêî îäèí (ñ òî÷íîñòüþ äî
óìíîæåíèÿ íà îáðàòèìûå).

Îïðåäåëåíèå 6. Òî÷êà P êðèâîé X íàçûâàåòñÿ íåîñîáîé, åñëè äëÿ ëîêàëüíîãî êîëüöà
OX,P âûïîëíåíû ðàâíîñèëüíûå ñâîéñòâà ïðåäëîæåíèÿ 4.

Îïðåäåëåíèå 7. Ýëåìåíò t èç ñâîéñòâ 3 è 4 ïðåäëîæåíèÿ 4 íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ïà-

ðàìåòðîì (èëè óíèôîðìèçóþùèì ïàðàìåòðîì, èëè ëîêàëüíîé êîîðäèíàòîé) â íåîñîáîé
òî÷êå êðèâîé. Èç äîêàçàòåëüñòâ ñëåäóåò, ÷òî â êà÷åñòâå ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà ìîæíî
áðàòü ëþáîé ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò èäåàëà mP .
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Îïðåäåëåíèå 8. Íîðìèðîâàíèåì êîëüöà A íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ν : A \ 0→ Z, îáëà-
äàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. ∃a ∈ A ν(a) = 1,

2. ν(ab) = ν(a) + ν(b),

3. ν(a+ b) > min(ν(a), ν(b)).

Çàìå÷àíèå 9. Äëÿ ëþáîãî íîðìèðîâàíèÿ èìååì ν(1) = 0, ýòî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 2.

Ïðèìåð 10. Ïóñòü A = k[x], a ∈ k. Îïðåäåëèì íîðìèðîâàíèå νa ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ïîëîæèì νa(f) ðàâíûì êðàòíîñòè êîðíÿ a ìíîãî÷ëåíà f .

Ïðèìåð 11. Ïóñòü A = k(x), a ∈ k. Îïðåäåëèì íîðìèðîâàíèå νa ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ïîëîæèì νa(f/g) ðàâíûì νa(f)− νa(g), åñëè f, g ∈ k[x]. ßñíî, ÷òî ðàçíîñòü íå çàâèñèò îò
âûáîðà äðîáè.

Ïðèìåð 12. Ïóñòü A = Z, p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ïîëîæèì νp(n) ðàâíûì ñòåïåíè p â ðàçëî-
æåíèè n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, ïîëó÷èì íîðìèðîâàíèå.

Îïðåäåëåíèå 13. Ïóñòü ν � íîðìèðîâàíèå ïîëÿ F . Ïîëîæèì

Oν = {f ∈ F | ν(f) > 0} u mν = {f ∈ F | ν(f) > 0}.

Ïðåäëîæåíèå 14. 1. Âñå ýëåìåíòû f ∈ Oν ñ ν(f) = 0 îáðàòèìû â Oν.

2. Ìíîæåñòâî Oν ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ïîäêîëüöîì â F , à mν � åãî åäèíñòâåííûì

ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì.

3. Ïîëå F åñòü ïîëå ÷àñòíûõ êîëüöà Oν.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Åñëè ν(f) = 0, òî ν(f−1) = 0, ñëåäîâàòåëüíî f−1 ∈ Oν è f îáðàòèì
â Oν .

2. Åñëè ν(a), ν(b) > 0, òî èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ν(ab), ν(a + b) > 0. Êðîìå
òîãî, ν(1) > 0, çíà÷èò, Oν � êîëüöî. Òàêæå, åñëè ν(a), ν(b) > 0, òî ν(a + b) > 0 è
åñëè ν(a) > 0, ν(c) > 0, òî ν(ac) > 0. Çíà÷èò, mν � èäåàë. Òî, ÷òî îí ìàêñèìàëüíûé
è åäèíñòâåííûé, ñëåäóåò èç ïóíêòà 1.

3. Ïóñòü f ∈ F, f 6= 0. Åñëè ν(f) > 0, òî f ∈ Oν , çíà÷èò f = f/1 ∈ Frac(Oν). Åñëè æå
ν(f) < 0, òî ν(f−1) > 0, f−1 ∈ Oν , è f = 1/f−1 ∈ Frac(Oν).

Îïðåäåëåíèå 15. Êîëüöî Oν , ñâÿçàííîå ñ íîðìèðîâàíèåì ïîëÿ F , íàûâàåòñÿ êîëüöîì

íîðìèðîâàíèÿ ν.
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Ïðåäëîæåíèå 16. Ïóñòü P ∈ X � òî÷êà íà íåïðèâîäèìîé êðèâîé. Òîãäà P íåîñîáà

⇐⇒ êîëüöî OX,P ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì íåêîòîðîãî íîðìèðîâàíèÿ ν ïîëÿ k(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P íåîñîáà è t � ëîêàëüíûé ïàðàìåòð. Ïðåäñòàâèì ëþáîé ýëåìåíò
f ∈ OX,P â âèäå tn · u, ãäå u îáðàòèì, è ïîëîæèì νP (f) = n. À äëÿ ýëåìåíòà f ïîëÿ k(X)
ïðåäñòàâèì f â âèäå f1/f2, ãäå fi ∈ OX,P , è ïîëîæèì νP (f) = νP (f1) − νP (f2). Íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè îïðåäåëåíèÿ êîððåêòíû è ïîëó÷àåòñÿ íîðìèðîâàíèå ïîëÿ k(X). Áîëåå
òîãî, åñëè νP (f) > 0, òî çàïèøåì f = f1/f2 êàê âûøå, è ïîëó÷èì, ÷òî f1 = tn ·u, f2 = tm ·w,
ïðè÷¼ì n−m > 0. Çíà÷èò, f = tn−muw−1 ∈ OX,P . Ñëåäîâàòåëüíî, OX,P ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì
íîðìèðîâàíèÿ äëÿ νP .

Ïóñòü OX,P � êîëüöî íåêîòîðîãî íîðìèðîâàíèÿ ν ïîëÿ k(X). Òîãäà ìàêñèìàëüíûé
èäåàë mP ãëàâíûé, ÷òî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 17. Ïóñòü Oν � êîëüöî íîðìèðîâàíèÿ ν ïîëÿ F . Òîãäà èäåàë mν ⊂ Oν ãëàâíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t ∈ F � ýëåìåíò ñ íîðìîé 1. Òîãäà t ∈ mν . Ïîêàæåì, ÷òî t
ïîðîæäàåò mν . Ïóñòü a ∈ mν è b = at−1, òîãäà ν(b) = ν(a) − ν(t) > 0, çíà÷èò b ∈ Oν .
Ïîýòîìó a = bt ∈ mν .

Îïðåäåëåíèå 18. Êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîëüöîì äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ, åñëè îíî åñòü
êîëüöî íåêîòîðîãî íîðìèðîâàíèÿ ñâîåãî ïîëÿ ÷àñòíûõ.

Òàêèì îáðàçîì, ëîêàëüíîå êîëüöî íåîñîáîé òî÷êè íà êðèâîé � ýòî êîëüöî äèñêðåòíîãî
íîðìèðîâàíèÿ.

Çàìå÷àíèå 19. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, êàæäîå èç óñëîâèé 1-5 ïðåäëîæåíèÿ 4 ðàâíîñèëü-
íû ñâîéñòâó áûòü êîëüöîì äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ äëÿ ëþáîãî ëîêàëüíîãî í¼òåðîâà
êîëüöà ðàçìåðíîñòè 1.

Ïðèìåð 20. Ïóñòü X � àôôèííàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì y2 − x3, è P =
(0, 0). Òîãäà òî÷êà P îñîáàÿ. Èäåàë mP â OX,P ïîðîæä¼í x̄ è ȳ, íî îíè íå ìîãóò áûòü
âûðàæåíû äðóã ÷åðåç äðóãà. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà m/m2 ðàâíà 2. Â êîëüöå OX,P íåò
îäíîçíà÷íîãî ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè: èíà÷å áû x̄ è ȳ áûëè êðàòíûìè îáùåãî äåëèòåëÿ,
íî îíè íåðàçëîæèìû â OX,P . Ó êîëüöà OX,P åñòü íîðìèðîâàíèå, çàäàííîå ïðàâèëîì ν(x̄) =
2, ν(ȳ) = 3, íî ýòî íîðìèðîâàíèå íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, ò.å. íå ãîäèòñÿ.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê íåîñîáûì òî÷êàì íà êðèâîé. Ïóñòü t � ëîêàëüíûé ïàðàìåòð â
íåîñîáîé òî÷êå P íà X. Ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ ïðèáëèçèòü ðàöèîíàëü-
íûå ôóíêöèè îêîëî òî÷êè P :

Ïðåäëîæåíèå 21. Ïóñòü f ∈ OX,P . Äëÿ ëþáîãî n > 0 ∃! p0, p1, . . . , pn ∈ k, ÷òî

f = p0 + p1t+ . . . pnt
n + gn+1,

ãäå gn+1 ∈ mn+1
P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ïî èíäóêöèè ïî n. Ïðè n = 0 èìååì f = f(P )+
(f − f(P )), ãäå f(P ) ∈ k è f − f(P ) ∈ mP .

Ïóñòü äàíî ðàçëîæåíèå f = p0 + p1t+ . . . pn−1t
n−1 + gn, ãäå gn ∈ mn

P . Ïî ïðåäëîæåíèþ 4
ìîæíî çàïèñàòü gn = tn · u. Çàòåì ïðåäñòàâèì u â âèäå u = pn + u1, ãäå pn ∈ k, u1 ∈ mP .
Ïîëó÷èì f = p0 + p1t+ . . . pn−1t

n−1 + pnt
n + u1t

n. Ïðè ýòîì u1t
n ∈ mn+1

P .
Åäèíñòâåííîñòü ïðèáëèæåíèÿ î÷åâèäíà.
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Àëãåáðàè÷åñêàÿ
ãåîìåòðèÿ 1

24.10.2014
Ëåêöèÿ 7

Ïðèáëèæàþùèé ôóíêöèþ f ìíîãî÷ëåí p(t) íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà. Âñå ìíîãî-
÷ëåíû Òåéëîðà ðàçíûõ ñòåïåíåé ñóòü íà÷àëüíûå êóñêè ðÿäà Òåéëîðà, ïî êîòîðîìó ôóíê-
öèÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ïîëó÷àåì âëîæåíèå OX,P → k[[t]] ëîêàëüíîãî êîëüöà
êðèâîé â òî÷êå P â êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Ýòî âëîæåíèå ñîãëàñîâàíî ñî
ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì. Îíî, êîíå÷íî, çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà.

Çàìå÷àíèå 22. Âëîæåíèå Òåéëîðà íå ñþðúåêòèâíî, îíî äà¼ò î÷åíü ìàëóþ ÷àñòü ðÿäîâ.
Íå ñëåäóåò äóìàòü, ÷òî îíî ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü ëîêàëüíûå êîëüöà íåîñîáûõ òî÷åê íà
ðàçíûõ êðèâûõ: ìíîæåñòâà ðÿäîâ Òåéëîðà äëÿ ðàçíûõ òî÷åê áóäóò ðàçíûìè ïîäìíîæå-
ñòâàìè â ñòåïåííûõ ðÿäàõ.

Âûíîñÿ çà ñêîáêó ïîäõîäÿùóþ îòðèöàòåëüíóþ ñòåïåíü ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà t, ìîæíî
ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå ëþáîé (íå îáÿçàòåëüíî ðåãóëÿðíîé â P ) ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè â
îêðåñòíîñòè òî÷êè P â ðÿä Ëîðàíà âèäà

∑∞
i=−N pit

i. Ýòî äà¼ò âëîæåíèå ïîëÿ k(X) â ïîëå
ðÿäîâ Ëîðàíà k((t)).

Çàâåðøèì ëåêöèþ ñëåäóþùèì çàìå÷àíèåì.

Çàìå÷àíèå 23. Ìàêñèìàëüíûé èäåàë íåîñîáîé òî÷êè àôôèííîé êðèâîé X â êîëüöå ðå-
ãóëÿðíûõ ôóíêöèé k[X] íå îáÿçàí áûòü ãëàâíûì. Íàïðèìåð, èäåàë òî÷êè íà íåîñîáîé
êóáè÷åñêîé êðèâîé â A2 ïî÷òè íèêîãäà íå áûâàåò ãëàâíûì, â ÷¼ì ìû ñìîæåì óáåäèìñÿ
ïîçæå.
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