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Îñîáûå òî÷êè ïëîñêèõ êðèâûõ

Â ïðîøëûé ðàç ìû ãîâîðèëè î íåîñîáûõ è îñîáûõ òî÷êàõ êðèâûõ. Ñåãîäíÿ ìû êîðîòêî
îáñóäèì àíàëîãè÷íûå ïîíÿòèÿ äëÿ ìíîãîîáðàçèé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Äîêàçàòåëü-
ñòâà â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñëîæíû è òðåáóþò ñâåäåíèé èç êîììóòàòèâíîé àëãåáðû, ïîòî-
ìó áóäóò ïðîïóùåíû. Êàê îáû÷íî, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îñíîâíîå ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòî.

Íàïîìíèì, ÷òî ðàçìåðíîñòüþ dimX àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ X íàçûâàåòñÿ íàè-
áîëüøåå n, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò öåïî÷êà ñòðîãî âëîæåííûõ çàìêíóòûõ ïî Çàðèññêîìó
íåïðèâîäèìûõ ïîäìíîæåñòâ X0 ⊂ X1 ⊂ . . . ⊂ Xn â X.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü P ∈ X � òî÷êà íà ìíîãîîáðàçèè, mP ⊂ OX,P � ñîîòâåòñòâó-
þùèé èäåàë â ëîêàëüíîì êîëüöå. Òîãäà

ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïîðîæäàþùèõ èäåàëà mP = dimk mP/m
2
P > dimX.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàáîð ýëåìåíòîâ t1, . . . , td ∈ mP ïîðîæäàåò èäåàë mP íàä êîëüöîì
OX,P ⇐⇒ ti ïîðîæäàþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî mP/m

2
P íàä ïîëåì k. Â îäíó ñòîðî-

íó ýòî áûëî äîêàçàíî íà ïðîøëîé ëåêöèè è ïî÷òè î÷åâèäíî, â äðóãóþ ñëåäóåò èç ëåììû
Íàêàÿìû (êîòîðóþ ìîæíî íàéòè â ëþáîì ó÷åáíèêå ïî êîììóòàòèâíîé àëãåáðå). Îòñþäà
âûòåêàåò ðàâåíñòâî.

Íåðàâåíñòâî ìû íå äîêàçûâàåì: îíî òðåáóåò àëãåáðàè÷åñêîé òåõíèêè, ñ êîòîðîé ìû íå
çíàêîìû.

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè â ïðåäûäóùåì íåðàâåíñòâå âûïîëíåíî ðàâåíñòâî, òî òî÷êà P íàçû-
âàåòñÿ íåîñîáîé. Â òàêîì ñëó÷àå ýëåìåíòû ìèíèìàëüíîãî íàáîðà t1, . . . , tn ïîðîæäàþùèõ
èäåàëà mP íàçûâàþòñÿ ëîêàëüíûìè ïàðàìåòðàìè â òî÷êå P .

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ êðèâûõ, èìååì

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü P ∈ X � íåîñîáàÿ òî÷êà, t1, . . . , tn � ëîêàëüíûå ïàðàìåò-
ðû â P (ãäå n = dimX), è f ∈ OX,P � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî N
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí PN ∈ k[y1, . . . , yn] ñòåïåíè 6 N , äëÿ êîòîðîãî
f = PN(t1, . . . , tn) + g, ãäå g ∈ mN+1

P � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ.

Ìíîãî÷ëåíû PN äëÿ ðàçíûõ N ñóòü íà÷àëüíûå êóñêè íåêîòîðîãî ñòåïåííîãî ðÿäà,
êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè f â òî÷êå P . Îí îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò
ôóíêöèþ f (è êîíå÷íî, çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëüíûõ ïàðàìåòðîâ).

Îïðåäåëåíèå 4. Êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì TPX ê ìíîãîîáðàçèþ X â òî÷êå P íàçû-
âàåòñÿ âåêòîðíîå ïðîcòðàíñòâî (mP/m

2
P )
∗.

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòî íàçâàíèå îïðàâäàíî.

Ïðåäëîæåíèå 5. 1. Ïóñòü X ⊂ An � àôôèííîå ïîäìíîãîîáðàçèå. Òîãäà TPX èçî-
ìîðôíî ïðîñòðàíñòâó òàêèõ âåêòîðîâ v ∈ An, ÷òî df

dv
(P ) = 0 äëÿ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ

f ∈ I(X).

2. dimTPX > dimX, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ⇐⇒ P � íåîñîáàÿ òî÷êà.
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3. Âñÿêîå ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå φ : X → Y îïðåäåëÿåò äèôôåðåíöèàë

dφ(P ) : TPX → TQY,

ãäå Q = φ(P ).

4. Îïðåäåëåíî äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé ïî íàïðàâëåíèþ êàñàòåëüíîãî âåêòîðà v ∈
TPX: âñÿêîé ôóíêöèè f ∈ OX,P ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî d

dv
f .

Äîêàçàòåëüñòâî. 2) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ íåîñîáîé òî÷êè.
3) Îòîáðàæåíèå φ îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì íà êîëüöàõ ôóíêöèé φ∗ : OY,Q → OX,P . Ïî

îïðåäåëåíèþ, ïðè ýòîì φ∗ ïåðåâîäèò mQ â mP è m2
Q â m2

P , çíà÷èò φ
∗ èíäóöèðóåò îòîáðà-

æåíèå mQ/m
2
Q â mP/m

2
P . Äâîéñòâåííîå ê ýòîìó îòîáðàæåíèþ è åñòü dφ(P ).

1) Âî-ïåðâûõ, êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê An â ëþáîé òî÷êå îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ An:
íàïðèìåð, äëÿ òî÷êè 0 ìàêñèìàëüíûé èäåàë m0 ïîðîæä¼í êîîðäèíàòíûìè ôóíêöèÿìè xi
è T0An � ýòî äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî ê 〈x1, . . . , xn〉, ò.å. An. Âëîæåíèå X ⊂ An ïî ïóíê-
òó 3 çàäà¼ò âëîæåíèå TPX → TPAn. Â åãî îáðàçå áóäóò ðîâíî òå êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê
An â P , çíà÷åíèå êîòîðûõ íà âñåõ ôóíêöèÿõ èç I(X) ðàâíî íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, èìå-
åì ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå mAn,P/m

2
An,P → mX,P/m

2
X,P . Äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî ê

mX,P/m
2
X,P ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ (mAn,P/m

2
An,P )

∗, ðàâíûõ íóëþ íà ÿäðå ýòîãî îòîáðàæåíèÿ,
ò.å. íà ôóíêöèÿõ èç èäåàëà ìíîãîîáðàçèÿ X.

4) Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [h] êëàññ ôóíêöèè h ∈ mP â ôàêòîðïðîñòðàíñòâå mP/m
2
P .

Îïðåäåëèì d
dv
f êàê (v, [f−f(P )]). Òàêîå äèôôåðåíöèðîâíèå îáëàäàåò åñòåñòâåííûìè ñâîé-

ñòâàìè: ïðîèçâîäíàÿ êîíñòàíò ðàâíà íóëþ, ïðîèçâîäíàÿ ñóììû � ñóììå ïðîèçâîäíûõ,
âûïîëíåíî ïðàâèëî Ëåéáíèöà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f, g ∈ OX,P . Ïðåäñòàâèì èõ â âèäå
f = f0 + f+, g = g0 + g+, ãäå f0 = f(P ), f+ ∈ mP , àíàëîãè÷íî äëÿ g. Òîãäà

d

dv
(fg) = (v, [fg−f0g0]) = (v, [f+g0+f0g++f+g+]) = g0·(v, [f+])+f0·(v, [g+]) = g0·

d

dv
(f)+f0·

d

dv
(g),

òàê êàê f+g+ ∈ m2
P è [f+g+] = 0.

Òåïåðü âåðí¼ìñÿ ê êðèâûì è èçó÷èì ïîäðîáíåå îñîáûå òî÷êè íà íèõ, â îñíîâíîì ñî-
ñðåäîòî÷èâøèñü íà ïëîñêèõ êðèâûõ.

Ïóñòü V (f) ⊂ A2 � ïëîñêàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì f(x, y) = 0, è P ∈ A2

� òî÷êà. Äåëàÿ ëèíåéíóþ çàìåíó êîîðäèíàò, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî P = (0, 0). Ðàçëîæèì
ìíîãî÷ëåí f â ñóììó îäíîðîäíûõ ñëàãàåìûõ:

f(x, y) = f0 + f1(x, y) + f2(x, y) + . . .+ fn(x, y),

ãäå fi � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè i.

Îïðåäåëåíèå 6. Êðàòíîñòüþ µP òî÷êè P êðèâîé V (f) íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå òàêîå r,
÷òî fr 6= 0.

Ïðåäëîæåíèå 7. Òî÷êà P ëåæèò íà V (f) ⇐⇒ µP > 0. Òî÷êà P îñîáàÿ ⇐⇒ µP > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå î÷åâèäíî, âòîðîå ñðàçó ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî f1 = df
dx
(P ) · x +

df
dy
(P ) · y.
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Â îêðåñòíîñòè òî÷êè P êðàòíîñòè r ïîâåäåíèå êðèâîé â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì fr(x, y) = 0. Ðàçëîæèì fr â ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ôîðì:

fr(x, y) =
r∏
i=1

(aix+ biy).

Ãðóïïèðóÿ ïðîïîðöèîíàëüíûå ìíîæèòåëè, ïîëó÷èì

fr =
m∏
i=1

(aix+ biy)
ei ,

ïðè÷¼ì
∑
ei = r.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïðÿìûå aix + biy = 0 íàçûâàþòñÿ êàñàòåëüíûìè ïðÿìûìè ê êðèâîé
V (f) â òî÷êå P . ×èñëà ei íàçûâàþòñÿ êðàòíîñòÿìè êàñàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 9. Åñëè âûïîëíåíî ëþáîå èç ðàâíîñèëüíûõ óñëîâèé: âñå êðàòíîñòè êàñàíèÿ
ðàâíû 1; ÷èñëî êàñàòåëüíûõ ïðÿìûõ ê êðèâîé â îñîáîé òî÷êå ðàâíî êðàòíîñòè ýòîé òî÷êè,
òî îñîáåííîñòü íàçûâàåòñÿ îáûêíîâåííîé.

Ïðèìåð 10. Ðàññìîòðèì êðèâóþ f(x, y) = y2− x3− x2 = 0. Èìååì f2 = y2− x2, f3 = −x3.
Òî÷êà (0, 0) � îñîáàÿ, òàê êàê å¼ êðàòíîñòü ðàâíà 2, ÷òî áîëüøå 1. Ýòî îáûêíîâåííàÿ
äâîéíàÿ òî÷êà, òàê êàê f2 = (y − x)(y + x). Êàñàòåëüíûìè ïðÿìûìè â íóëå ÿâëÿþòñÿ
ïðÿìûå y = ±x.

Îáûêíîâåííûå äâîéíûå òî÷êè � ñàìûå òèïè÷íûå îñîáåííîñòè ïëîñêèõ êðèâûõ. Òî÷-
íåå ãîâîðÿ, åñëè âçÿòü ¾ñëó÷àéíóþ¿ îñîáóþ ïëîñêóþ êðèâóþ, îíà áóäåò èìåòü òîëüêî
îáûêíîâåííûå äâîéíûå îñîáåííîñòè.

Ïðèìåð 11. Ðàññìîòðèì êðèâóþ f(x, y) = y2 − x3 = 0. Èìååì f2 = y2, f3 = −x3. Òî÷êà
(0, 0) � îñîáàÿ, òàê êàê å¼ êðàòíîñòü ðàâíà 2, ÷òî áîëüøå 1. Êàñàòåëüíîé ïðÿìîé â íóëå
áóäåò ïðÿìàÿ y = 0, ýòî êàñàòåëüíàÿ êðàòíîñòè 2. Òàêèì îáðàçîì, ýòî íå îáûêíîâåííàÿ
äâîéíàÿ òî÷êà.

Îïðåäåëåíèå 12. Åñëè P � îñîáàÿ òî÷êà êðàòíîñòè 2, è äëÿ íåêîòîðîé ëèíåéíîé ôîðìû l

èìååì f2 ∼ l2 è f3 6
...l, òî P íàçûâàåòñÿ êàñïèäàëüíîé îñîáåííîñòüþ, èëè êàñïîì.

Ïðèìåð 13. Ðàññìîòðèì êðèâóþ y = p(x), ãäå p ∈ k[x] � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Ó ýòîé
àôôèííîé êðèâîé íåò îñîáåííîñòåé, íî îíè åñòü ó å¼ ïðîåêòèâíîãî çàìûêàíèÿ. Ïîñëåä-
íåå çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì yzn−1 − P (x, z) = 0, ãäå P (x, z) = znp(x/z) � ïîëó÷åííûé èç p
îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Åäèíñòâåííàÿ áåñêîíå÷íàÿ òî÷êà íà ýòîé êðèâîé �
òî÷êà (0 : 1 : 0). Â ñîäåðæàùåé å¼ àôôèííîé êàðòå U2 êðèâàÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
f(x, z) = zn−1−P (x, z) = 0. Èìååì fn−1 = zn−1, fn = −P (x, z). Ýòî îñîáàÿ òî÷êà êðàòíîñòè
n− 1 ñ åäèíñòâåííîé êàñàòåëüíîé ïðÿìîé z = 0 (â èñõîäíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ýòî áåñêîíå÷íî
óäàë¼ííàÿ ïðÿìàÿ), èìåþùåé êðàòíîñòü n− 1.

Îïðåäåëåíèå 14. Åñëè P � îñîáàÿ òî÷êà êðàòíîñòè r, è äëÿ íåêîòîðîé ëèíåéíîé ôîð-

ìû l èìååì fr ∼ lr è fr+1 6
...l, òî P íàçûâàåòñÿ ãèïåðêàñïèäàëüíîé îñîáåííîñòüþ, èëè

ãèïåðêàñïîì.
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Êàê ìû ïîìíèì, äëÿ òîãî, ÷òîáû â òåîðåìå Áåçó ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî, íàäî îïðåäåëèòü
êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ. Íåòðèâèàëüíî ýòî ñäåëàòü èìåííî â îñîáûõ òî÷êàõ.

Óäîáíî îïðåäåëÿòü êðàòíîñòü (åù¼ ãîâîðÿò èíäåêñ) ïåðåñå÷åíèÿ íå äëÿ äâóõ êîíêðåò-
íûõ êðèâûõ V (f) è V (g) è êîíêðåòíîé òî÷êè P , à äëÿ âñåõ êðèâûõ è òî÷åê îäíîâðåìåííî,
êàê ôóíêöèþ iP (f, g) îò òð¼õ àðãóìåíòîâ. Ïðè ýòîì ïîëåçíî äîïóñêàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåíû
f, g ìîãóò áûòü ïðèâîäèìûìè è äàæå èìåòü êðàòíûå ìíîæèòåëè. Êàêèìè æå ñâîéñòâàìè
äîëæíà îáëàäàòü êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ? Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå èç íèõ:

1. iP (f, g) ∈ Z>0, åñëè êðèâûå V (f) è V (g) íå èìåþò îáùèõ êîìïîíåíò, ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç P , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå iP (f, g) =∞.

2. iP (f, g) > 0 ⇐⇒ îáå êðèâûå V (f) è V (g) ñîäåðæàò P .

3. Åñëè φ : A2 → A2 � àâòîìîðôèçì, òî iP (f, g) = iφ(P )(φ(f), φ(g)) (ãäå φ(f) = f ◦ φ−1).

4. iP (f, g) = iP (g, f).

5. iP (f, g) > µP (f) · µP (g), ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ⇐⇒ V (f) è V (g) íå èìåþò
îáùèõ êàñàòåëüíûõ ïðÿìûõ â òî÷êå P .

6. iP (f, g1g2) = iP (f, g1) + iP (f, g2).

7. iP (f, g) = iP (f, g + af) äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà a ∈ k[x, y].

Çàìå÷àíèå 15. Ñâîéñòâî 5 ïîçâîëÿåò â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñðàçó âû÷èñëèòü èíäåêñ
ïåðåñå÷åíèÿ, òàê êàê ñîâïàäåíèå êàñàòåëüíûõ � ðåäêîå ñîáûòèå. Ñâîéñòâî 7 âûðàæàåò
òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî êðàòíîñòü ïåðåñå÷íèÿ äîëæíà çàâèñåòü òîëüêî îò îãðàíè÷åíèÿ
ìíîãî÷ëåíà g íà êðèâóþ V (f).

Òåîðåìà 16. Ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû ÷èñëà ïåðåñå÷åíèÿ iP (f, g), îïðåäåë¼ííûå äëÿ
âñåõ íåíóëåâûõ f, g ∈ k[x, y] è òî÷åê P ∈ A2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì 1-7.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. À èìåííî, ìû ïîêàæåì, êàê âû÷èñëèòü èí-
äåêñ ïåðåñå÷åíèÿ äëÿ ëþáûõ äâóõ êðèâûõ, ïîëüçóÿñü òîëüêî ñâîéñòâàìè 1-7.

Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì 3 è ñäâèãàÿ òî÷êó îòñ÷¼òà, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî P = (0, 0). Äàëåå,
çàïèøåì f(x, y) = x · p(x, y) + f(0, y), àíàëîãè÷íî g(x, y) = x · q(x, y) + g(0, y). Ïðèìåíÿÿ
ñâîéñòâî 4, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî deg f(0, y) > deg g(0, y). Åñëè g(0, y) = 0, òî ïî ñâîéñòâó 6
èìååì iP (f, g) = iP (f, q) + iP (f, x). Çàòåì êàæäîå èç ñëàãàåìûõ âû÷èñëèì ïî èíäóêöèè.
Åñëè æå g(0, y) 6= 0, ïîäåëèì f(0, y) íà g(0, y) ñ îñòàòêîì: f(0, y) = c(y)g(0, y)+ r(y). Çàòåì
çàïèøåì: f(x, y) = g(x, y)c(y) + h(x, y), ãäå deg h(0, y) = deg r(y) < deg g(0, y). Åñëè h = 0,

òî f
...g. Åñëè ïðè ýòîì g(P ) = 0, òî V (f), V (g) èìåþò îáùóþ êîìïîíåíòó, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç

P , ïî ñâîéñòâó 1 ïîëó÷èì iP (f, g) = ∞. Åñëè æå g(P ) 6= 0, òî ïî ñâîéñòâó 2 iP (f, g) = 0.
Åñëè æå h 6= 0, ïî ñâîéñòâó 7 èìååì iP (f, g) = iP (f, h), è äàëåå ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî
èíäóêöèè. Îñòàëîñü âû÷èñëèòü iP (f, x). Ïðèìåíÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ äëÿ x âìåñòî y,
ñâåä¼ì âû÷èñëåíèå ê íàõîæäåíèþ iP (x, y), ÷òî ðàâíî 1 ïî ñâîéñòâó 5.

Ñóùåñòâîâàíèå äîêàçûâàåòñÿ ÿâíîé êîíñòðóêöèåé. À èìåííî, ïîëîæèì

iP (f, g) = dimkOA2,P/(f, g).

Ïðîâåðêà âñåõ ñâîéñòâ òðåáóåò íåêîòîðîé àëãåáðàè÷åñêîé òåõíèêè, ìû å¼ îïóñêàåì.
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Çàìå÷àíèå 17. Åñëè êðèâàÿ V (f) íåîñîáà â òî÷êå P , òî êîëüöî OV (f),P èìååò äèñêðåòíîå
íîðìèðîâàíèå, è êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ V (f) ñ V (g) ðàâíà ïîðÿäêó íóëÿ ôóíêöèè g |V (f)

â òî÷êå P .
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè t � ëîêàëüíûé ïàðàìåòð â òî÷êå P íà êðèâîé V (f), è ïîðÿäîê

íóëÿ îãðàíè÷åíèÿ g íà V (f) ðàâåí r, òî (g) = (tr) ⊂ OV (f),P . Ïî ìîäóëþ tr ëþáàÿ ôóíêöèÿ
íà V (f) åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò t ñòåïåíè íå áîëåå r.
Çíà÷èò,

iP (f, g) = dimOA2,P/(f, g) = dimOV (f),P/(g) = dimOV (f),P/(t
r) = r.

Çàìå÷àíèå 18. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ f, g ∈ k[x, y], íå èìåþùèõ îáùèõ
ìíîæèòåëåé, âåðíî ðàâåíñòâî

k[x, y]/(f, g) ∼=
∏

P∈V (f)∩V (g)

OA2,P/(f, g), è çíà÷èò

dim k[x, y]/(f, g) =
∑
P

iP (f, g).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà â òåîðåìå Áåçó ïîñëå ýòîãî îñòàíåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî

dim k[x, y]/(f, g) = (deg f) · (deg g)
ïðè óñëîâèè, ÷òî f è g íå èìåþò îáùèõ íóëåé íà áåñêîíå÷íîñòè.

Â çàêëþ÷åíèå ïîãîâîðèì åù¼ ðàç î êðàòíîñòÿõ îñîáûõ òî÷åê. Ìû îïðåäåëÿëè êðàò-
íîñòü òîëüêî äëÿ îñîáûõ òî÷åê íà ïëîñêîé êðèâîé ÷åðåç çàäàþùåå ýòó êðèâóþ óðàâíåíèå.
Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ìîæíî âûðàçèòü êðàòíîñòü îñîáîé òî÷êè ïëîñêîé êðèâîé ÷åðåç âíóò-
ðåííèå ñâîéñòâà ëîêàëüíîãî êîëüöà ýòîé òî÷êè, è ïî àíàëîãèè ââåñòè êðàòíîñòü äëÿ îñîáîé
òî÷êè íà ëþáîé, íå îáÿçàòåëüíî ïëîñêîé êðèâîé.

Ïðåäëîæåíèå 19. Ïóñòü P ∈ X ⊂ A2 � îñîáàÿ òî÷êà ïëîñêîé êðèâîé êðàòíîñòè r.
Òîãäà âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî mn

P/m
n+1
P èìååò ðàçìåðíîñòü r ïðè áîëüøèõ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî OX,P/mn+1
P ïî mn

P/m
n+1
P èçîìîðôíî OX,P/mn

P . Ïî-
ýòîìó dimmn

P/m
n+1
P = dimOX,P/mn+1

P − dimOX,P/mn
P , âû÷èñëèì dimOX,P/mn

P .
Ïóñòü I ⊂ O = OA2 îáîçíà÷àåò ìàêñèìàëüíûé èäåàë â ëîêàëüíîì êîëüöå òî÷êè P íà A2

è X = V (f). Òîãäà OX,P = O/(f) è
OX,P/mn

P
∼= O/((f) + In).

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå m : O/In−r → O/In, çàäàííîå ôîðìóëîé m([g]) = [gf ].
Òàê êàê f = fr + ÷ëåíû ñòàðøèõ ñòåïåíåé, îíî êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Êðîìå òîãî, îíî
èíúåêòèâíî, à ôàêòîð O/In ïî m(O/In−r) = f · OnI èçîìîðôåí O/((f) + In). Ïî òåîðåìå î
ãîìîìîðôèçìå ïîëó÷àåì

O/((f) + In) ∼= (O/In)/m(O/In−r).
Çíà÷èò, dimO/((f) + In) = dimO/In − dimO/In−r. Íàêîíåö, ïðîñòðàíñòâî O/In èìååò
áàçèñ {[xiyj] | i+ j < n} (ìû ñíîâà ñ÷èòàåì, ÷òî P = (0, 0)). Ïîýòîìó

dimO/In = 1 + 2 + . . .+ n = n(n+ 1)/2;

dimOX,P/mn
P = dimO/In − dimO/In−r = n(n+ 1)/2− (n− r)(n− r + 1)/2 = rn+ r(r + 1)/2;

dimmn
P/m

n+1
P = dimOX,P/mn

P − dimOX,P/mn+1
P = rn+ r(r + 1)/2− (r(n+ 1) + r(r + 1)/2) = r,

÷.ò.ä.
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Â ñâÿçè ñ ïîëó÷åíííûì ðåçóëüòàòîì åñòåñòâåííî äàòü

Îïðåäåëåíèå 20. Êðàòíîñòüþ îñîáîé òî÷êè P íà êðèâîé X íàçûâàåòñÿ

lim
n→∞

dimmn
X,P/m

n+1
X,P .

Êîíå÷íî, òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë ñóùåñòóåò, ò.å. ïðè áîëüøèõ n ÷èñëî
mn
X,P/m

n+1
X,P íå çàâèñèò îò n, íî ìû ýòîãî äåëàòü íå áóäåì.
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