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Îäíîðîäíîå êîîðäèíàòíîå êîëüöî. Ìíîãî÷ëåí
Ãèëüáåðòà.

Âåðí¼ìñÿ ê èçó÷åíèþ ãëîáàëüíûõ ñâîéñòâ ìíîãîîáðàçèé. Ñåãîäíÿ ìû ñîïîñòàâèì êàæ-
äîìó ïðîåêòèâíîìó ìíîãîîáðàçèþ íåêîòîðîå ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî, ò.í. îäíîðîäíîå êî-
îðäèíàòíîå êîëüöî ìíîãîîáðàçèÿ. Åãî ñâîéñòâà â ÷¼ì-òî àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì êîëüöà
ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà àôôèííîì ìíîãîîáðàçèè, à â ÷¼ì-òî ñóùåñòâåííîå èíòåðåñíåå.
Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî.

Îïðåäåëåíèå 1. Êîëüöî A, ñîäåðæàùåå ïîëå k, íàçûâàåòñÿ ãðàäóèðîâàííûì, åñëè çàäàíî
ðàçëîæåíèå

A =
⊕
i>0

Ai

â ïðÿìóþ ñóììó k-âåêòîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Ai, äëÿ êîòîðîãî ïðè âñåõ i, j âûïîëíåíî
óñëîâèå Ai · Aj ⊂ Ai+j.

Èäåàë I ãðàäóèðîâàííîãî êîëüöà A íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè

I =
⊕
i

(I ∩ Ai).

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ I âñå îäíîðîäíûå ñëàãàåìûå ai òàêæå
ëåæàò â I.

Äëÿ âñÿêîãî îäíîðîäíîãî èäåàëà I â ãðàäóèðîâàííîì êîëüöå A ôàêòîðêîëüöî A/I
òàêæå áóäåò ãðàäóèðîâàííûì.

Îñíîâíîé (è, ïî ñóòè, åäèíñòâåííûé, íóæíûé íàì) ïðèìåð ãðàäóèðîâàííîãî êîëüöà �
ýòî êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ R = k[x0, . . . , xn] â êîòîðîì êîìïîíåíòîé Ri ñ÷èòàåòñÿ ìíîæåñòâî
îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè i. Ñåãîäíÿ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî êîëüöî ÷åðåç R.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü X ⊂ Pn � ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, îïðåäåë¼ííîå êàê ìíîæå-
ñòâî íóëåé ñåìåéñòâà îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ Fi ∈ k[x0, . . . , xn]. Îïðåäåëèì àôôèííûé

êîíóñ X̄ íàä X êàê àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå â An+1, çàäàííîå óðàâíåíèÿìè Fi = 0.

Ïðåäëîæåíèå 3. Èäåàë I(X̄) ⊂ R � îäíîðîäíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f ∈ I(X̄) è f =
∑

i fi � ðàçëîæåíèå â ñóììó
îäíîðîäíûõ. ßñíî, ÷òî ïðè λ 6= 0 âåðíî (a0, . . . , an) ∈ X̄ ⇐⇒ (λa0, . . . , λan) ∈ X̄. Äëÿ
ëþáîé òî÷êè (a0, . . . , an) ∈ X̄ è ëþáîãî λ èìååì

0 = f(λa0, . . . , λan) =
∑

fi(λa0, . . . , λan) =
∑

λifi(a0, . . . , an).

Òàê êàê ðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïðè âñåõ λ, ïîëó÷àåì fi(a0, . . . , an) = 0, çíà÷èò fi ∈ I(X̄).

Îïðåäåëåíèå 4. Îäíîðîäíûì èäåàëîì I(X) ⊂ k[x0, . . . , xn] ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿX
íàçûâàåòñÿ èäåàë I(X̄) åãî àôôèííîãî êîíóñà.

Îäíîðîäíûì êîîðäèíàòíûì êîëüöîì S(X) ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ X íàçûâàåòñÿ
ôàêòîðêîëüöî k[x0, . . . , xn]/I(X), èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, êîëüöî ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà X̄.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî îäíîðîäíîå êîîðäèíàòíîå êîëüöî ïðîåêòèâíîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ ãðàäóèðîâàííîå.
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Ïðèìåð 5. Åñëè X = Pn, òî S(X) = k[x0, . . . , xn] ñî ñòàíäàðòíîé ãðàäóèðîâêîé.

Ïðèìåð 6. Åñëè X ⊂ Pn çàäàíî îäíèì îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì F = 0 ñòåïåíè d, òî
S(X) = k[x0, . . . , xn]/F ñî ñòàíäàðòíîé ãðàäóèðîâêîé. Ïðè ýòîì

S(X)i = k[x0, . . . , xn]i/(F · k[x0, . . . , xn]i−d).

Çàìå÷àíèå 7. Çàìåòèì, ÷òî îäíîðîäíîå êîîðäèíàòíîå êîëüöî çàâèñèò íå òîëüêî îò ìíî-
ãîîáðàçèÿ, íî è îò åãî ïðîåêòèâíîãî âëîæåíèÿ. Òî åñòü, îíî íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ìíî-
ãîîáðàçèÿ, â îòëè÷èå îò êîëüöà ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî âçÿòü
îäíîðîäíîå êîëüöî ãëàäêîé êîíèêè íà ïëîñêîñòè. Ñîãëàñíî ïðèìåðó 6, îíî èçîìîðôíî
k[x, y, z]/(xz − y2). Â òî æå âðåìÿ, îäíîðîäíîå êîîðäèíàòíîå êîëüöî ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé
(êîòîðàÿ èçîìîðôíà êîíèêå) � ýòî k[x, y]. Íî ãðàäóèðîâàííûå êîëüöà k[x, y, z]/(xz − y2)
è k[x, y] íåèçîìîðôíû (íàïðèìåð, ïîòîìó ÷òî ó íèõ êîìïîíåíòû â ãðàäóèðîâêå 1 èìåþò
ðàçìåðíîñòü 3 è 2 ñîîòâåòñòâåííî).

Òåì íå ìåíåå, ìíîãèå ñâîéñòâà ìíîãîîáðàçèé îòðàæàþòñÿ â ñâîéñòâàõ èõ îäíîðîäíûõ
èäåàëîâ è îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòíûõ êîëåö, ïîäîáíî àôôèííîé ñèòóàöèè. Ïåðå÷èñëèì
íåêîòîðûå èç íèõ:

1. Ìíîãîîáðàçèå X íåïðèâîäèìî ⇐⇒ I(X) ⊂ R � ïðîñòîé èäåàë ⇐⇒ S(X) íå èìååò
äåëèòåëåé íóëÿ.

2. Åñëè X, Y ⊂ Pn, òî X ⊂ Y ⇐⇒ I(X) ⊃ I(Y ).

3. Åñëè X, Y ⊂ Pn, òî I(X ∪ Y ) = I(X) ∩ I(Y ).

4. Åñëè X, Y ⊂ Pn, òî I(X ∩ Y ) ⊃ I(X) + I(Y ).

Îäíàêî îäíîðîäíûå êîîðäèíàòíûå êîëüöà ïëîõî ñîãëàñîâàíû ñ ðåãóëÿðíûìè îòîáðàæå-
íèÿìè ìíîãîîáðàçèé. Íå âñÿêîìó ðåãóëÿðíîìó îòîáðàæåíèþ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé
φ : X → Y ñîîòâåòñòâóåò îäíîðîäíûé ãîìîìîðôèçì φ∗ : S(Y ) → S(X) èõ êîîðäèíàòíûõ
êîëåö.

Ïðèìåð 8. Ïóñòü φ : P1 → C � èçîìîðôèçì ìåæäó ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé è êîíèêîé â P2.
Åìó äîëæåí áûë áû îòâå÷àòü ãîìîìîðôèçì êîëåö φ∗ : k[x, y, z]/(xz − y2) → k[x, y], ïå-
ðåâîäÿùèé x, y, z â x2, xy, y2 ñîîòâåòñòâåííî. Íî òàêîé ãîìîìîðôèçì íå îäíîðîäíûé. À
âîò ðåãóëÿðíîìó îòîáðàæåíèþ φ−1 : Y → X âîîáùå ¾äîëæåí áûë áû¿ ñîîòâåòñòâîâàòü
ãîìîìîðôèçì, ¾äåëÿùèé ñòåïåíü îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ íà 2¿, ÷òî áåññìûñëåííî.

Åñòü ó îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòíûõ êîëåö ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé è ïðåèìóùåñòâà
ïåðåä êîëüöàìè ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé äëÿ àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé. Íàïðèìåð, èõ ðàçìåð
ìîæíî (è ïîëåçíî) êîíòðîëèðîâàòü.

Îïðåäåëåíèå 9. Ôóíêöèåé Ãèëüáåðòà fA ãðàäóèðîâàííîãî êîëüöà A íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèÿ

fA(i) = dimkAi : Z>0 → Z>0.

Ôóíêöèåé Ãèëüáåðòà fX ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ X íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ Ãèëüáåð-
òà åãî îäíîðîäíîãî êîîðäèíàòíîãî êîëüöà.
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Ïðèìåð 10. Ïóñòü X = Pn. Òîãäà fX(i) = dim k[x0, . . . , xn]i = Cn
i+n.

Ïðèìåð 11. Ïóñòü X ⊂ Pn � ãèïåðïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì F = 0
ñòåïåíè d. Òîãäà

fX(i) = dimS(X)i = dim(R/(F ))i = dim(Ri/Ri−d · F ) = Cn
i+n − Cn

i−d+n

(åñëè i < d, òî âòîðîãî ñëàãàåìîãî íåò.)

Ñìûñë äàííîãî îïðåäåëåíèÿ îáúÿñíÿåò çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðåìà (êîòîðóþ ìû íå áóäåì
äîêàçûâàòü):

Òåîðåìà 12. Ïóñòü X ⊂ Pn � ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé

ìíîãî÷ëåí PX ∈ Q[x] è òàêîå ÷èñëî N ∈ N, ÷òî fX(i) = PX(i) ïðè âñåõ i > N .

Ïðè ýòîì degP = m = dimX, à ñòàðøèé ÷ëåí P (x) èìååò âèä a
m!
xm, ãäå a ∈ N.

Îïðåäåëåíèå 13. Ìíîãî÷ëåí P (x) íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà ìíîãîîáðàçèÿ X,
à ÷èñëî degX = a íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ X.

Çàìå÷àíèå 14. Ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ X, êàê è åãî ñòåïåíü,
çàâèñÿò îò ïðîåêòèâíîãî âëîæåíèÿ X (à ðàçìåðíîñòü, êîíå÷íî, íå çàâèñèò).

Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü òåîðåìó 12, íî ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå îáúÿñíÿþùèå å¼ ñëåä-
ñòâèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 15. Ïóñòü X ⊂ Pn � ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå è H ⊂ Pn � îáùàÿ
ãèïåðïëîñêîñòü, çàäàííàÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì F (x) =

∑
aixi = 0. Òîãäà degPX∩H =

degPX − 1, à ñòåïåíè ìíîãîîáðàçèé X ∩H è X ñîâïàäàþò.

Çàìå÷àíèå 16. Ñëîâî ¾îáùàÿ¿, íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, îçíà÷àåò ¾âçÿòàÿ íàîáóì¿. Ôîð-
ìàëüíî æå ãîâîðÿ, çäåñü ¾îáùàÿ¿ çíà÷èò ¾ïåðåñåêàþùàÿ êàæäóþ íåïðèâîäèìóþ êîìïî-
íåíòó X áåç êðàòíîñòåé¿. Ïîñëåäíåå æå, íàïðèìåð, çíà÷èò, ÷òî I(X ∩H) = I(X) + (F ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òî I(X ∩H) = I(X) + (F ), èìååì

S(X ∩H) = R/(I(X) + (F )) = S(X)/(F ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè áîëüøèõ i âåðíî S(X)/(F )i = S(X)i/F · S(X)i−1. Çíà÷èò, PX∩H(i) =
PX(i)− PX(i− 1).

Ïóñòü PX(x) = a
m!
xm + bxm−1 + . . ., òîãäà

PX∩H(x) =
( a

m!
xm + bxm−1 + . . .

)
−
( a

m!
(x− 1)m + b(x− 1)m−1 + . . .

)
=

=
( a

m!
xm + bxm−1

)
−
( a

m!
xm − a

m!
mxm−1 + bxm−1

)
+ . . . =

a

(m− 1)!
xm−1 + . . . ,

îòêóäà âñ¼ ñëåäóåò.
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Ñëåäñòâèå 17. Ïóñòü X ⊂ Pn � ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå ñòåïåíè d. è H ⊂ Pn �

îáùåå ãèïåðïðîñòðàíñòâî òàêîå, ÷òî dimX + dimH = n. Òîãäà X ∩ H ñîñòîèò èç d
òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãèïåðïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n− dimX åñòü ïåðåñå÷åíèå dimX ãè-
ïåðïëîñêîñòåé. Ïåðåñåêàÿ X ïîñëåäîâàòåëüíî dimX îáùèìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè, ïîëó÷èì
(ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ) ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 0 è ñòåïåíè d. Îñòàòñÿ
äîêàçàòü, ÷òî ñòåïåíü îáúåäèíåíèÿ d òî÷åê êàê ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàâíà d.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Z = {P1, . . . , Pd}. Òîãäà èìååòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Ri → kd,
ïåðåâîäÿùåå îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí â íàáîð åãî çíà÷åíèé â íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ
êîîðäèíàòàõ òî÷åê Pi. Åãî ÿäðî � â òî÷íîñòè I(Z)i, à îáðàç ñîâïàäàåò ñî âñåì kd, åñëè i
äîñòàòî÷íî âåëèêî. Ïîýòîìó S(Z)i ∼= kd ïðè áîëüøèõ i, çíà÷èò ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà PZ

åñòü êîíñòàíòà d è degZ = d, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëåäñòâèå 18. Êðèâàÿ X ⊂ P2 ñòåïåíè d ïåðåñåêàåò ¾îáùóþ¿ ïðÿìóþ H ⊂ P2 ïî d
òî÷êàì. Ò.å., íîâîå îïðåäåëåíèå ñòåïåíè ñîãëàñîâàíî ñî ñòàðûì.

Ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà ÷àñòî áûâàåò íåñëîæíî âû÷èñëèòü. Ñäåëàåì ýòî äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ
äâóõ ïëîñêèõ êðèâûõ, ÷òî ïîçâîëèò çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Áåçó.

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 18 ëåêöèè 8, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Áåçó íåîáõîäèìî ïîêà-
çàòü, ÷òî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ f, g ∈ k[x, y] ñòåïåíåé m è n ñîîòâåòñòâåííî áåç îáùèõ ìíî-
æèòåëåé è áåç îáùèõ íóëåé íà áåñêîíå÷íîñòè âåðíî dim k[x, y]/(f, g) = mn. Ââåä¼ì äî-
ïîëíèòåëüíóþ ïåðåìåííóþ z è ïåðåéä¼ì ê ïðîåêòèâíûì êîîðäèíàòàì, ïóñòü F (x, y, z) =
zmf(x/z, y/z), G(x, y, z) = zng(x/z, y/z). Ìû îñòàâëÿåì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïðîâåðèòü,
÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

k[x, y, z]/(F,G)N → k[x, y]/(f, g)

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ïîñ÷èòàòü dim k[x, y, z]/(F,G)x. Î÷å-

âèäíî, dim k[x, y, z]x = C2
x+2 = (x+1)(x+2)

2
. Äàëåå, (k[x, y, z]/F )x ∼= k[x, y, z]x/F · k[x, y, z]x−m,

ïîýòîìó

dim((k[x, y, z]/F )x) = dim(k[x, y, z]x)− dim(k[x, y, z]x−m) =
(x+ 1)(x+ 2)

2
−

− (x−m+ 1)(x−m+ 2)

2
=

1

2
(x2 + 3x+ 2− x2 + x(2m− 3)− (m− 1)(m− 2)) =

=
1

2
(x(2m)−m2 + 3m) = xm+

m(3−m)

2

Íàêîíåö, (k[x, y, z]/(F,G))x ∼= (k[x, y, z]/F )x/G · (k[x, y, z]/F )x−n, îòêóäà

dim((k[x, y, z]/(F,G))x) = dim((k[x, y, z]/F )x)− dim((k[x, y, z]/F )x−n) =

= xm+
m(3−m)

2
− (x− n)m− m(3−m)

2
= mn.

Ñëåäîâàòåëüíî, dim k[x, y]/(f, g) = mn, ÷.ò.ä.
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