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Äèâèçîðû íà êðèâûõ

Çàêàí÷èâàÿ ðàçãîâîð îá îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòíûõ êîëüöàõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðà-
çèé, ñôîðìóëèðóåì äëÿ íèõ òåîðåìó Ãèëüáåðòà î íóëÿõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëå k àëãåá-
ðàè÷åñêè çàìêíóòî è R = k[x0, . . . , xn].

Íàïîìíèì, ÷òî âñÿêîìó ïðîåêòèâíîìó ìíîãîîáðàçèþ X ⊂ Pn ñîîòâåòñòâóåò àôôèííûé
êîíóñ X̄ ⊂ An+1 íàä X è îäíîðîäíûé èäåàë I(X) ⊂ R, ðàâíûé I(X̄). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
âñÿêîìó îäíîðîäíîìó èäåàëó J ⊂ R ñîîòâåòñòâóåò àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå V (J) ⊂ An+1

è ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå â Pn, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì VP (J).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç I+ èäåàë (x0, . . . , xn) ⊂ R.

Òåîðåìà 1 (Ãèëüáåðòà î íóëÿõ, ïðîåêòèâíàÿ ôîðìà). Ïóñòü J ⊂ k[x0, . . . , xn] � îäíîðîä-

íûé èäåàë. Òîãäà

• Åñëè ∃N J ⊃ IN+ , òî VP (J) = ∅ è I(VP (J)) = R.

• Åñëè 6 ∃N J ⊃ IN+ , òî I(VP (J)) = r(J).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ∃N J ⊃ IN+ , òî

V (J) ⊂ V (IN+ ) ⊂ V (xN0 , . . . , x
N
n ) = {(0, . . . , 0)},

çíà÷èò VP (J) = ∅.
Âåðíî è îáðàòíîå ñëåäñòâèå. Ïóñòü VP (J) = ∅, òîãäà V (J) ⊂ {(0, . . . , 0)}. Ñëåäîâàòåëü-

íî, r(J) = I(V (J)) ⊃ I((0, . . . , 0)) = I+, çíà÷èò ∃N IN+ ⊂ J .
Äîêàæåì òåïåðü âòîðóþ ÷àñòü. Åñëè 6 ∃N J ⊃ IN+ , òî V (J) ñòðîãî áîëüøå, ÷åì (0, . . . , 0),

ïîýòîìó I(VP (J)) = I(V (J)) = r(J).

Ñëåäñòâèå 2. Èäåàë J ⊂ k[x0, . . . , xn] îïðåäåëÿåò íåïóñòîå ïðîåêòèâíîå ïîäìíîæåñòâî

â Pn ⇐⇒ J íå ñîäåðæèò èäåàëîâ IN+ .

Òåïåðü äîêàæåì, íàêîíåö, ÷òî ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè íà ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ
ñóòü êîíñòàíòû. Ýòî áóäåò ñëåäîâàòü èç çíà÷èòåëüíî áîëåå îáùåãî è âàæíîãî ôàêòà: îáðàç
ëþáîãî ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïðè ðåãóëÿðíîì îòîáðàæåíèè � çàìêíóòîå ïî Çàðèñ-
ñêîìó ïîäìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü X � ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïî-

ëåì k, à φ : X → Y � ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå â êâàçèïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà

φ(X) � çàìêíóòîå ïî Çàðèññêîìó ïîäìíîæåñòâî â Y .

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü X � ñâÿçíîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíó-

òûì ïîëåì k. Òîãäà k[X] = k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ k[X]. Ðàññìîòðèì f êàê ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå X → A1 →
P1. Ïî òåîðåìå 3, îáðàç ýòîãî îòîáðàæåíèÿ � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â P1. Çíà÷èò, ýòî
ëèáî âñÿ P1, ëèáî êîíå÷îå ìíîæåñòâî òî÷åê. Ïåðâîå íåâîçìîæíî, òàê êàê îáðàç ñîäåðæèòñÿ
â A1. Åñëè æå îáðàç ñîñòîèò èç òî÷åê P1, . . . , Pm, òî ïðîîáðàçû f

−1(Pi) � íåïåðåñåêàþùèåñÿ
çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, ïîêðûâàþùèå âåñü X. Åñëè m > 1, ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñâÿçíîñòè,
çíà÷èò f ≡ P1 � ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ.
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Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü U ⊂ X ⊂ Pn � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â çàìêíóòîì ïîäìíîæå-

ñòâå ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà è U � ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà U � çàìêíó-

òîå ïîäìíîæåñòâî â Pn. Â ÷àñòíîñòè, åñëè X ñâÿçíî, òî U = X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 3, ïðèìåí¼ííîé ê òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ
U → Pn.

Çàìå÷àíèå 6. Çàìåòèì, ÷òî â àôôèííîì ñëó÷àå äåëî îáñòîèò ïî-äðóãîìó. Íåòðèâèàëü-
íîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â àôôèííîì ìíîãîîáðàçèè ìîæåò ñàìî îêàçàòüñÿ àôôèííûì
ìíîãîîáðàçèåì. Íàïðèìåð, òàêîâà àôôèííàÿ ïðÿìàÿ áåç òî÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ðàññìîòðèì ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ φ, ò.å. ïîäìíîæåñòâî Γ =
{(x, φ(x))} ⊂ X × Y . Îíî çàìêíóòî, òàê êàê çàäàíî óðàâíåíèÿìè y = φ(x). Îáðàç Γ ïðè
ïðîåêöèè p2 : X×Y → Y ñîâïàäàåò ñ φ(X), ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå: ïðîåêöèÿ p2 : X×Y → Y ïåðåâîäèò ëþáîå çàìêíóòîå ïî Çàðèññêîìó ïîäìíîæåñòâî
Z ⊂ X × Y â çàìêíóòîå. Ñâîéñòâî ¾áûòü çàìêíóòûì¿ ìîæíî ïðîâåðÿòü ëîêàëüíî íà Y ,
ïîýòîìó çàìåíÿÿ Y íà îòêðûòîå àôôèííîå ïîäìíîæåñòâî U ⊂ Y , à Z íà Z ∩ (X ×U), ìû
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî Y àôôèííî. Âêëàäûâàÿ Y çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì â Am è çàìåíÿÿ
X×Y íà X×Am, ìîæíî ñâåñòè äîêàçàòåëüñòâî ê ñëó÷àþ Y = Am. Àíàëîãè÷íî, âêëàäûâàÿ
X êàê çàìíóòîå ïîäìíîæåñòâî â íåêîòîðîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî Pn, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî X = Pn.

Èòàê, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîåêöèÿ p2 : Pn×Am → Am ïåðåâîäèò ëþáîå çàìêíó-
òîå ïî Çàðèññêîìó ïîäìíîæåñòâî Z ⊂ Pn × Am â çàìêíóòîå. Ïóñòü Z � ìíîæåñòâî íóëåé
ìíîãî÷ëåíîâ F1, . . . , Fr ∈ k[x0, . . . , xn, y1, . . . , ym]. Ýòè ìíîãî÷ëåíû äîëæíû áûòü îäíîðîä-
íûìè ìíîãî÷ëåíàìè îò ïåðåìåííûõ x0, . . . , xn (è íå îáÿçàòåëüíî îäíîðîäíûìè ìíîãî÷ëå-
íàìè îò y1, . . . , ym). Ïóñòü di � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Fi îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ xj. Òî÷êà
y0 = (y01, . . . , y

0
m) ëåæèò â îáðàçå p2(Z) ⇐⇒ óðàâíåíèÿ Fi(x, y

0) èìåþò íåòðèâèàëüíîå
ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ xj. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2, ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
èäåàë (Fi(x, y

0)) ⊂ k[x0, . . . , xn] = R íå ñîäåðæèò íè îäíîãî èç èäåàëîâ (x0, . . . , xn)N .
Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

ψ :
r∏

i=1

RN−di → RN ,

çàäàííîå ôîðìóëîé

(G1, . . . , Gr) 7→
∑

GiFi(x, y
0).

Ýòî îòîáðàæåíèå ñþðúåêòèâíî ⇐⇒ (F1(x, y
0), . . . , Fr(x, y

0)) ⊃ IN+ . ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ñþðúåêòèâíîñòü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî îíî èìååò ðàíã, ðàâíûé dimRN .
Ýòî æå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî íåêîòîðûé ìèíîð ïîðÿäêà dimRN ìàòðèöû ýòîãî ëèíåé-
íîãî îòîáðàæåíèÿ íå ðàâåí íóëþ. Êîýôôèöèåíòû ýòîé ìàòðèöû � ìíîãî÷ëåíû îò ïåðå-
ìåííûõ yj, ïîýòîìó óêàçàííûå âûøå óñëîâèÿ ñîñòîÿò â îòëè÷èè îò íóëÿ õîòÿ áû îäíîãî
èç íåñêîëüêèõ ìíîãî÷ëåíîâ îò y1, . . . , ym. Ýòî îòêðûòîå óñëîâèå íà yj, à äîïîëíèòåëüíîå ê
íåìó óñëîâèå (F1(x, y

0), . . . , Fr(x, y
0)) 6⊃ IN+ � çàìêíóòîå. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ ¾èäåàë

(Fi(x, y
0)) ⊂ k[x0, . . . , xn] = R íå ñîäåðæèò íè îäíîãî èç èäåàëîâ (x0, . . . , xn)N¿ çàäàþò

çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â Am.
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Â äàëüíåéøåì ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà èçó÷åíèè ïðîåêòèâíûõ êðèâûõ. Ïóñòü X îáîçíà÷àåò
íåîñîáóþ ñâÿçíóþ êðèâóþ íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì k.

Îïðåäåëåíèå 7. Äèâèçîðîì íà êðèâîé X íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà
∑n

i=1 aiPi, ãäå
ai ∈ Z, à Pi � òî÷êè êðèâîé X. Ñóììà äèâèçîðîâ è óìíîæåíèå äèâèçîðà íà öåëîå ÷èñëî
îïðåäåëÿþòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì. Äèâèçîðû íà êðèâîé X îáðàçóþò ãðóïïó ïî ñëîæåíèþ,
êîòîðóþ îáîçíà÷àþò DivX.

Îïðåäåëåíèå 8. Äèâèçîð D =
∑n

i=1 aiPi íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì, åñëè âñå ai > 0. Ýòî
çàïèñûâàþò òàê: D > 0.

Ïðèìåð 9. Âñÿêóþ òî÷êó P ∈ X ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê äèâèçîð.

Ïðèìåð 10. Åñëè P,Q,R ∈ X � òî÷êè, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü äèâèçîð P − 2Q+ 3R.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð êðàéíå âàæåí!

Ïðèìåð 11. Ïóñòü f ∈ k(X) � íåíóëåâàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Îïðåäåëèì äèâèçîð

ôóíêöèè f êàê

(f) =
∑
P∈X

νP (f),

ãäå νp îáîçíà÷àåò äèñêðåòíîå íîðìèðîâàíèå ïîëÿ k(X), ñâÿçàííîå ñ íåîñîáîé òî÷êîé P ∈
X. Ñóììà çäåñü áåð¼òñÿ ïî âñåì òî÷êàì êðèâîé, îäíàêî îò íóëÿ îòëè÷íî ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî ñëàãàåìûõ. Äåéñòâèòåëüíî, νP (f) 6= 0 ⇐⇒ P � íîëü èëè ïîëþñ ôóíêöèè f . Íî
ïîëþñà è íóëè ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè îáðàçóþò çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà â X, à îíè
êîíå÷íû.

Îïðåäåëåíèå 12. Äèâèçîðû âèäà (f) íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè äèâèçîðàìè.

Ïðèìåð 13. Ïóñòü X = P1 è f(x) = x2−4
x+1

. Çàïèñûâàÿ f â ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàòàõ

(u : v) = (1 : x), ïîëó÷èì f(u, v) = v2−4u2

u(u+v)
. Ýòà ôóêíöèÿ èìååò íóëè êðàòíîñòè 1 â òî÷êàõ

P±2 = (1 : ±2) è ïîëþñà êðàòíîñòè 1 â òî÷êàõ P−1 = (1 : −1) è P∞ = (0 : 1). Çíà÷èò,

(f) = P2 + P−2 − P−1 − P∞.

Ïðåäëîæåíèå 14. 1. Äëÿ f, g ∈ k(X) èìååì (fg) = (f) + (g) è (f−1) = −(f).

2. Åcëè X ïðîåêòèâíà, òî (f) = 0 ⇐⇒ f ∈ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî νP (fg) = νP (f) + νP (g) è νP (f−1) = −νP (f).

2. Åcëè (f) = 0, òî ó f íåò ïîëþñîâ íà X, ò.å. f ðåãóëÿðíà íà ïðîåêòèâíîé êðèâîé X.
Ïî ñëåäñòâèþ 4, f ∈ k.

Ñëåäñòâèå 15. Ãëàâíûå äèâèçîðû îáðàçóþò ïîäãðóïïó ïî ñëîæåíèþ â DivX.

Îïðåäåëåíèå 16. Ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû DivX ïî ïîäãðóïïå ãëàâíûõ äèâèçîðîâ íàçû-
âàåòñÿ ãðóïïîé êëàññîâ äèâèçîðîâ, îíà îáîçíà÷àåòñÿ ClX.

Äèâèçîðû D1 è D2 íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ êëàññû â ãðóïïå
êëàññîâ äèâèçîðîâ ñîâïàäàþò, ò.å. åñëèD1−D2 � ãëàâíûé äèâèçîð. Îáîçíà÷åíèå:D1 ∼ D2.

3



Àëãåáðàè÷åñêàÿ
ãåîìåòðèÿ 1

28.11.2014
Ëåêöèÿ 10

Ïðèìåð 17. Èìååò ìåñòî ClA1 ∼= 0. Äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáîé äèâèçîð íà A1 ãëàâíûé.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ äèâèçîðà D =

∑
aiPi, ãäå Pi = xi � òî÷êè A1, ìîæíî ðàññìîòðåòü

ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ f(x) =
∏

i(x− xi)ai . Òîãäà (f) = D.

Îïðåäåëåíèå 18. Ñòåïåíüþ äèâèçîðà D =
∑
aiPi íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

∑
ai. Îáîçíà÷åíèå:

degD.

Ïðèìåð 19. Èìååò ìåñòî ClP1 ∼= Z, èçîìîðôèçì çàäà¼òñÿ ñòåïåíüþ. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ãëàâíûå äèâèçîðû íà P1 � ýòî äèâèçîðû ñòåïåíè 0.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè f = F/G íà P1 èìååì F =
∏d

i=1(aix+ biy)

è G =
∏d

i=1(cix + diy), òàê ÷òî (f) =
∑

(bi : −ai) −
∑

(di : −ci) � äèâèçîð ñòåïåíè íîëü.
Ýòè æå ôîðìóëû ïîçâîëÿþò ïî ëþáîìó äèâèçîðó D ñòåïåíè íîëü íàïèñàòü ðàöèîíàëüíóþ
ôóíêöèþ f , äëÿ êîòîðîé D = (f).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé êðèâîé âåðíî ñëåäóþùåå:

Ïðåäëîæåíèå 20. Ïóñòü D = (f) � ãëàâíûé äèâèçîð íà ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé.

Òîãäà degD = 0.

Ýòî óòâåðæäåíèå, õîòÿ è ìîæåò ïîêàçàòüñÿ î÷åâèäíûì, â äåéñòâèòåëüíîñòè íå ýëåìåí-
òàðíî. Êàê ñêîðî áóäåò âèäíî, èç íåãî ïî÷òè ñðàçó âûòåêàåò òåîðåìà Áåçó äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà îäíà èç êðèâûõ ãëàäêàÿ. Èç-çà íåäîñòàòêà âðåìåíè ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü ýòî
ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 21. Ñòåïåíü ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï èç DivX
â Z. Åñëè êðèâàÿ X ïðîåêòèâíà, òî èìååòñÿ ãîìîìîðôèçì ñòåïåíè Cl(X)→ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå î÷åâèäíî, âòîðîå ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 20.

Ïðåäëîæåíèå 22. Ïóñòü X � ãëàäêàÿ ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ. Òîãäà Cl(X) ∼= Z ðàâíî-

ñèëüíî X ∼= P1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäñòâèå ⇐= ïðîâåðåíî â ïðèìåðå 19, ïðîâåðèì =⇒. Âîçüì¼ì äâå
ðàçëè÷íûå òî÷êè P0, P∞ ∈ X è ðàññìîòðèì äèâèçîð D = P0 − P∞. Îí èìååò ñòåïåíü
íîëü, çíà÷èò ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé (f) = D. Ðàññìîòðèì f
êàê îòîáðàæåíèå φf : X → P1, îíî áóäåò ðåãóëÿðíûì. Ïî îïðåäåëåíèþ D, èìååì φ−1f (0) =

P0, φ
−1
f (∞) = P∞. Ïðè ýòîì φf ñþðúåêòèâíî, òàê êàê îáðàç çàìêíóò è ñîäåðæèò áîëüøå

îäíîé òî÷êè. Ïðîâåðèì, ÷òî φf èíúåêòèâíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîîáðàçû òî÷êè t ∈ P1 ñóòü
íóëè ôóíêöèè f − t. Ïî ïðåäëîæåíèþ 20, èõ ÷èñëî ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòåé ðàâíî ÷èñëó
ïîëþñîâ f − t, à îíî ðàâíî ÷èñëó ïîëþñîâ f , ò.å. 1. Çíà÷èò, φf � ðåãóëÿðíàÿ áèåêöèÿ
ìåæäó ãëàäêèìè êðèâûìè, ñëåäîâàòåëüíî φf � èçîìîðôèçì.

Òåïåðü ìû îïðåäåëèì åù¼ îäíî âàæíîå ñåìåéñòâî äèâèçîðîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðè-
âàÿ X âëîæåíà â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî Pn, à HF ⊂ Pn � ãèïåðïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ
óðàâíåíèåì F = 0, ãäå F ∈ k[x0, . . . , xn] � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî X íå ñîäåðæèòñÿ â HF .
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Îïðåäåëèì äèâèçîð ïåðåñå÷åíèÿ X ·HF ðàâåíñòâîì

X ·HF =
∑

P∈X∩H

ordP F · P,

ãäå êðàòíîñòè ordP F îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé îäíîðîä-
íûé ìíîãî÷ëåí G îò x0, . . . , xn ñòåïåíè m òàêîé, ÷òî G(P ) 6= 0, è ïîëîæèì ordP F = νP (F

G
).

(Çäåñü F
G

= F
G
|X � ðåãóëÿðíàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè P ôóíêöèÿ íà X, è ïîðÿäîê å¼ íóëÿ

êîððåêòíî îïðåäåë¼í.)
Ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà G, òàê êàê äëÿ äðóãîãî G1 ìû ïîëó÷èì

νP

(
F

G1

)
= νP

(
F

G
· G
G1

)
= νP

(
F

G

)
+ νP

(
G

G1

)
= νP

(
F

G

)
,

ãäå νP
G
G1

ðàâíî íóëþ, òàê êàê G/G1 ðåãóëÿðíà â P è îáðàòèìà â OX,P . Òàêæå èç îïðåäå-
ëåíèÿ ÿñíî, ÷òî äèâèçîð X ·HF ýôôåêòèâíûé.

Ïðåäëîæåíèå 23. 1. Åñëè F1, F2 � äâà îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíà îäèíàêîâîé ñòåïåíè,

òî äèâèçîðû X ·HF1 è X ·HF2 ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû.

2. Åñëè F � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m, òî X ·HF ∼ m(X ·Hx0). Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, âñå äèâèçîðû ïåðåñå÷åíèÿ X ñ ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè � ýòî êðàòíûå íåêîòîðîãî

äèâèçîðà ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî X ·HF1 = X ·HF2 + (F1/F2), òàê êàê

νP (F1/G) = νP (F2/G) + νP (F1/F2).

2. Ñëåäóåò èç ÷àñòè 1, ïðèìåí¼ííîé ê F2 = xm0 .

Çàìåòèì, ÷òî èç ïðåäëîæåíèé 20 è 23 ñëåäóåò òåîðåìà Áåçó äëÿ ïåðåcå÷åíèÿ ãëàäêîé
êðèâîé X ñ ïðîèçâîëüíîé êðèâîé HF . Äåéñòâèòåëüíî, ñòåïåíü äèâèçîðà X · HF � ýòî
ñóììà åãî êîýôôèöèåíòîâ, ò.å. êðàòíîñòåé ïåðåñå÷åíèÿ X è HF . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà
ðàâíà ñòåïåíè äèâèçîðà m(X ·Hxi

), êîòîðàÿ î÷åâèäíî ðàâíà m · degX = degHF · degX.
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