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Êâàäðèêè

Ïîëå k â ýòîì ëèñòêå ñ÷èòàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì õàðàêòåðèñòèêè íîëü.
Ïóñòü X ⊂ An � ãèïåðïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì f(x) = 0, ãäå f ∈ k[x1, . . . , xn].
Òî÷êà P ∈ X íàçûâàåòñÿ íåîñîáîé, åñëè
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6= 0.

Òî÷êà ãèïåðïîâåðõíîñòè â Pn íàçûâàåòñÿ íåîñîáîé, åñëè îíà íåîñîáà â êàêîé-íèáóäü àô-
ôèííîé êàðòå. Ãèïåðïîâåðõíîñòü X íàçûâàåòñÿ íåîñîáîé, åñëè âñå å¼ òî÷êè íåîñîáû.
Çàäà÷à 1. Ïóñòü ãèïåðïîâåðõíîñòü X ⊂ Pn çàäàíà óðàâíåíèåì F (x) = 0, ãäå ìíîãî÷ëåí
F ∈ k[x0, . . . , xn] îäíîðîäíûé. Ïîêàæèòå, ÷òî òî÷êà P ∈ X íåîñîáà ⇐⇒ dF (P ) 6= 0.
Çàäà÷à 2. a)Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê ãèïåðïîâåðõíîñòè X � çàìêíóòîå
ïîäìíîæåñòâî â X.

b)Ïóñòü f íåïðèâîäèì. Òîãäà íà X ñóùåñòâóþò íåîñîáûå òî÷êè.

c)Ïóñòü X � ïðèâîäèìàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ∪Xi, ãäå Xi = V (fi), è P ∈ X1 ∩ X2. Òîãäà
P � îñîáàÿ òî÷êà X.
Êâàäðèêîé íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 2, ò.å. ìíîæåñòâî íóëåé îäíî-
ðîäíîãî ìíîãî÷ëåíà F (x0, x1, x2, x3) ñòåïåíè 2 â P3. Ðàíãîì êâàäðèêè íàçûâàåòñÿ ðàíã
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû F .
Çàäà÷à 3. Ïîêàæèòå, ÷òî êâàäðèêà ÿâëÿåòñÿ äâîéíîé ïëîñêîñòüþ (ðàíã 1), ïàðîé ïëîñ-
êîñòåé (ðàíã 2), ïðîåêòèâèçàöèåé êîíóñà íàä êîíèêîé â A3 (ðàíã 3) èëè íåîñîáîé ïîâåðõ-
íîñòüþ (ðàíã 4). Ïðè ýòîì êâàäðèêà îïðåäåëÿåòñÿ ðàíãîì ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.
Êâàäðèêà ðàíãà 4 íàçûâàåòñÿ íåîñîáîé êâàäðèêîé.
Çàäà÷à 4. a◦)Ïîêàæèòå, ÷òî íåîñîáàÿ êâàäðèêà èçîìîðôíà P1 × P1.
Ïîäñêàçêà: âñïîìíèòå, ÷òî P1 × P1 èçîìîðôíî êâàäðèêå.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî íåîñîáàÿ êâàäðèêà íåèçîìîðôíà P2.
Çàäà÷à 5. a)Ïîêàæèòå, ÷òî íà íåîñîáîé êâàäðèêå åñòü äâà ñåìåéñòâà ïðÿìûõ â P3, ïðè÷¼ì
ïðÿìûå èç ðàçíûõ ñåìåéñòâ ïåðåñåêàþòñÿ, à èç îäíîãî � íåò.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ ïðÿìûõ íà êâàäðèêå íåò.

c◦)Îïèøèòå ïåðåñå÷åíèå íåîñîáîé êâàäðèêè ñ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ê íåé.

d)Ïîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ íà íåîñîáîé êâàäðèêå íå ìîæåò áûòü çàäàíà îäíèì äîïîëíèòåëü-
íûì ïîëèíîìèàëüíûì óðàâíåíèåì.

e)Îïèøèòå îáðàç äèàãîíàëè P1 ⊂ P1 × P1 ïðè âëîæåíèè Ñåãðå. Êàêîâà åãî ñòåïåíü?

Çàäà÷à 6∗. Ïóñòü P � òî÷êà íà íåîñîáîé êâàäðèêå Q, à Q̃ � ñòðîãèé ïðîîáðàç Q ïðè
ðàçäóòèè òî÷êè P . Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèÿ èç òî÷êè P çàäà¼ò ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå
Q̃→ P2, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðàçäóòèåì äâóõ òî÷åê íà P2.
Çàäà÷à 7. Ïóñòü Q � êâàäðèêà ðàíãà 3.

a)Îïèøèòå âñå ïðÿìûå íà Q.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ íà Q ìîæåò áûòü çàäàíà îäíèì äîïîëíèòåëüíûì óðàâíåíèåì.

c∗)Ïóñòü Q0 ⊂ A3 � àôôèííûé êîíóñ íàä íåîñîáîé êîíèêîé. Ïîêàæèòå, ÷òî èäåàë ïðÿìîé
íà Q0 â k[Q0] íå ìîæåò áûòü ïîðîæä¼í îäíèì ìíîãî÷ëåíîì.

Çàäà÷à 8∗. Ïóñòü P � îñîáàÿ òî÷êà íà êâàäðèêå Q ðàíãà 3, à Q̃ � ñòðîãèé ïðîîáðàç Q ïðè
ðàçäóòèè òî÷êè P . a)Äîêàæèòå, ÷òî ïðîîáðàç P íà Q̃ � ýòî êîíèêà â P2.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèÿ èç òî÷êè P çàäà¼ò ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå Q̃ → P2, îáðàç
êîòîðîãî � êîíèêà, à ñëîè êîòîðîãî � ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå.

c)Èçîìîðôíû ëè Q̃ è P2? Q̃ è P1 × P1?


