
Àëãåáðàè÷åñêàÿ
ãåîìåòðèÿ 1

24.10.2014
Ëèñòîê 7

Îñîáåííîñòè ïëîñêèõ êðèâûõ

Ïîëå k â ýòîì ëèñòêå � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå õàðàêòåðèñòèêè íîëü.
Çàäà÷à 1◦. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì x30+x
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3 = 0 â P2, èìååò îñîáûå òî÷êè? Íàéäèòå èõ. Áóäåò ëè êðèâàÿ ïðèâîäèìîé?

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå îñîáûå òî÷êè ñëåäóþùèõ àôôèííûõ êðèâûõ:

a)x2 = x4 + y4,

b)xy = x6 + y6,

c)x3 = y2 + x4 + y4,

d◦)x2y + xy2 = x4 + y4.
Íàðèñóéòå ýòè êðèâûå.

Çàïèøåì ìíîãî÷ëåí f ∈ k[x, y] â âèäå f = f0+f1+f2+ . . ., ãäå fi � îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû
îò x è y ñòåïåíè i. Åñëè r � ìèíèìàëüíîå òàêîå, ÷òî fr 6= 0, òî µP = r íàçûâàåòñÿ êðàòíî-

ñòüþ òî÷êè P = (0, 0) íà êðèâîé. Îñîáåííîñòü íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé (èëè îáûêíîâåííîé)
äâîéíîé, åñëè f2 � ïðîèçâåäåíèå íåïðîïîðöèîíàëüíûõ ëèíåéíûõ ôîðì. Îñîáåííîñòü íà-
çûâàåòñÿ êàñïèäàëüíîé, åñëè f2 = l2 äëÿ íåêîòîðîé ëèíåéíîé ôîðìû l, è f3 íå äåëèòñÿ
íà l.
Çàäà÷à 3. Ïîêàæèòå, ÷òî òî÷êà P = (0, 0) ëåæèò íà êðèâîé C ⇐⇒ f0 = 0, îíà îñîáàÿ
⇐⇒ f1 = 0.
Çàäà÷à 4. Ïóñòü P � îñîáàÿ òî÷êà êðàòíîñòè r. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïðÿìîé L 3 P ,
êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà, îãðàíè÷åíèå f íà L èìååò â òî÷êå P íóëü ïîðÿäêà r, à äëÿ êîíå÷-
íîãî ÷èñëà ïðÿìûõ êðàòíîñòü íóëÿ áîëüøå r. Ýòè ïðÿìûå íàçûâàþòñÿ êàñàòåëüíûìè ê
C â òî÷êå P . Åñëè â òî÷êå êðàòíîñòè r èìååòñÿ r ðàçëè÷íûõ êàñàòåëüíûõ, òî îñîáåííîñòü
íàçûâàåòñÿ îáûêíîâåííîé r-êðàòíîé.
Çàäà÷à 5. a)Íàéäèòå êðàòíîñòü îñîáåííîñòåé è êàñàòåëüíûå äëÿ êðèâûõ èç çàäà÷è 2.
b)Íàïèøèòå óðàâíåíèå àôôèííîé êðèâîé, èìåþùåé ðîâíî r îáûêíîâåííûõ äâîéíûõ îñî-
áûõ òî÷åê.
Çàäà÷à 6. a)Ïîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ ñòåïåíè d, èìåþùàÿ îñîáóþ òî÷êó êðàòíîñòè d − 1,
ðàöèîíàëüíà.

b∗)Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé (íå îáÿçàòåëüíî ïëîñêîé) íåîñîáîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé C
èìååòñÿ áèðàöèîíàëüíûé ìîðôèçì C → P2, îáðàç êîòîðîãî � êðèâàÿ, èìåþùàÿ íå áîëåå,
÷åì îáûêíîâåííûå äâîéíûå îñîáåííîñòè.

Ïîâåäåíèå îñîáåííîñòåé çàìåòíî óïðîùàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ôîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì,
ò.å. ê çàìåíå ìíîãî÷ëåíîâ íà ñòåïåííûå ðÿäû.
Çàäà÷à 7. a)Äîêàæèòå, ÷òî èç ñòåïåííîãî ðÿäà îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ âèäà 1 + . . .
(÷ëåíû ñòàðøèõ ñòåïåíåé) ìîæíî èçâëå÷ü êîðåíü ëþáîé ñòåïåíè.

b)Ïóñòü l(x, y) è m(x, y) � íåïðîïîðöèîíàëüíûå ëèíåéíûå ôîðìû, à h = l + h2 + . . . , g =
m + g2 + . . . � ñòåïåííûå ðÿäû. Äîêàæèòå ÷òî ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì àëãåáðû k[[x, y]],
ïåðåâîäÿùèé x è y â h è g ñîîòâåòñòâåííî.
Çàäà÷à 8. a)Ïóñòü êðèâàÿ f = 0 èìååò ïðîñòóþ äâîéíóþ îñîáåííîñòü. Ïîêàæèòå, ÷òî
ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå f = h · g â ïðîèçâåäåíèå ñòåïåííûõ ðÿäîâ h, g ∈ k[x, y] âèäà h =
h1 + h2 + . . . , g = g1 + g2 + . . ..
Ó÷èòûâàÿ çàäà÷ó 7b, ãîâîðÿò, ÷òî êðèâàÿ f = 0 ôîðìàëüíî, èëè àíàëèòè÷åñêè èçîìîðôíà
êðèâîé xy = 0 � îáúåäèíåíèþ äâóõ ïðÿìûõ.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî êàñïèäàëüíàÿ îñîáåííîñòü ôîðìàëüíî èçîìîðôíà îñîáåííîñòè x2 = y3.

c)Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ îñîáåííîñòü êðàòíîñòè 2 àíàëèòè÷åñêè èçîìîðôíà îñîáåííîñòè
xy = 0 èëè x2 = yr, ãäå r > 3.


