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Ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà

Ïîëå k è â ýòîì ëèñòêå ñ÷èòàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì.
Çàäà÷à 1. Ïóñòü I ⊂ k[x0, . . . , xn] � îäíîðîäíûé èäåàë. Ïîêàæèòå, ÷òî:

a◦)èäåàë I ïðîñò ⇐⇒ äëÿ ëþáûõ îäíîðîäíûõ ìíîãîëåíîâ F,G èç FG ∈ I ñëåäóåò F ∈ I
èëè G ∈ I.

b) èäåàë r(I) � îäíîðîäíûé.
Çàäà÷à 2. Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà êîíóñà íàä ïðîåêòèâíûì ìíî-
ãîîáðàçèåì � êîíóñ íàä íåêîòîðûì ïðîåêòèâíûì ìíîãîîáðàçèåì.
Îïðåäåëèì îïåðàòîð ∆ íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé Z→ R: ∆(f)(k) = f(k + 1)− f(k).
Çàäà÷à 3. Ïðîâåðüòå, ÷òî:

a) Åñëè f ∈ Q[x] � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d, òî ∆f � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d− 1.

b)∆ � ñþðúåêöèÿ èç ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 6 n â ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 6 n − 1, ïðè÷¼ì
ker ∆ ñîñòîèò èç êîíñòàíò.

c) Åñëè ∆f � ìíîãî÷ëåí, òî f � ìíîãî÷ëåí.
Ìíîãî÷ëåí f ∈ R[x] íàçûâàåòñÿ öåëîçíà÷íûì, åñëè f(n) ∈ Z ïðè âñåõ n ∈ Z.
Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî

a) ìíîãî÷ëåíû Cm
x = x(x−1)(x−2)...(x−m+1)

m!
ïðè m > 0 öåëîçíà÷íû, ïðè ýòîì ∆(Cm

x ) = Cm−1
x .

b)Ëþáîé öåëîçíà÷íûé ìíîãî÷ëåí ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
∑d

i=0 aiC
i
x, ai ∈ Z.

c) Åñëè P (x) � öåëîçíà÷íûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d, òî P (x) = axd

d!
+ . . ., ãäå a ∈ Z.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü p, q ∈ k[x, y] � âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé m,n ñîîòâåòñòâåí-
íî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòàðøèå îäíîðîäíûå ñëàãàåìûå pm è qn òàêæå âçàèìíî ïðîñòû.
Ïðîâåðüòå, ÷òî

a)Ïðè N > m + n ëþáîé îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè N ëåæèò â èäåàëå (pm, qn).

b)Ëþáîé h ∈ (p, q) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå up+vq+h0, ãäå deg h0 6 m+n, à deg up, deg vq 6
deg h.

c)∃N òàêîå, ÷òî åñëè h ∈ (p, q) è deg h > N , òî h ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå up + vq, ãäå
u, v ∈ k[x, y], ïðè÷¼ì deg up, deg vq 6 deg h.

d)Ïóñòü P (x, y, z) = zmp(x/z, y/z), Q(x, y, z) = znq(x/z, y/z). Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè áîëü-
øèõ N èìååòñÿ èçîìîðôèçì (k[x, y, z]/(P,Q))N ∼= k[x, y](p, q).
Çàäà÷à 6. Âû÷èñëèòå ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà äëÿ ñëåäóþùèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé:

a) ãèïåðïîâåðõíîñòè ñòåïåíè d â Pn;

b◦) (íåâûðîæäåííîãî) ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé ñòåïåíåé d1 è d2 â P3;

c) îáðàçà âëîæåíèÿ Ñåãðå Pn × Pm → Pmn+m+n.
Çàäà÷à 7 (Âëîæåíèå Âåðîíåçå). Âëîæåíèåì Âåðîíåçå (èëè n-êðàòíûì âëîæåíèåì)
íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå Pm → PN :

(x0 : x1 : . . . : xm) 7→ (xn
0 : xn−1

0 x1 : . . . (âñå ìîíîìû ñòåïåíè n îò x0, . . . , xm) . . .).

a)Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî âëîæåíèå, ïîñòðîéòå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå.

b◦)Íàéäèòå ñòåïåíü è ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà îáðàçà P1 ïðè n-êðàòíîì âëîæåíèè Âåðîíåçå
P1 → Pn.

c)Íàéäèòå ñòåïåíü è ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà îáðàçà Pm ïðè n-êðàòíîì âëîæåíèè Âåðîíåçå
Pm → PN .
Îáðàç P1 ïðè n-êðàòíîì âëîæåíèè íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ðàöèîíàëüíîé êðèâîé â Pn.


