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3.1*. ÄëÿN = 1, 2, 3, . . . âû÷èñëèòå â êîëüöå Z[x]
〈xN 〉 êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

(1− x)(1− x2)(1− x3) . . . .

Ïîïûòàéòåñü (âñëåä çà Ýéëåðîì...) óãàäàòü åãî è îáîñíîâàòü (ðåøåíèå
ìîæíî íàéòè ó Ïîëèà è Ñåã¼). Â êàêèõ êîëüöàõ èìååò ñìûñë

lim
n→∞

n∏
k=1

(1− xk)?

3.2. Ïóñòü ìîðôèçì êîëåö f : A → B èíúåêòâåí. Îáÿçàòåëüíî ëè
èíúåêòèâíî èëè ñþðúåêòèâíî îòîáðàæåíèå f# : specB → specA?
3.3. Ïóñòü ìîðôèçì êîëåö f : A → B ñþðúåêòâåí. Îáÿçàòåëüíî ëè
èíúåêòèâíî èëè ñþðúåêòèâíî îòîáðàæåíèå f# : specB → specA?
3.4. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâà-
åòñÿ îòêðûòûì, åñëè ïåðåâîäèò îòêðûòûå ìíîæåñòâà â îòêðûòûå,
è çàìêíóòûì, åñëè ïåðåâîäèò çàìêòíóòûå ìíîæåñòâà â çàìêíóòûå
Ñ÷èòàÿ spec ôóíêîòîðîì èç êàòåãîðèè êîììóòàòèâíûõ êîëåö â êàòå-
ãîðèþ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ïðèâåäèòå ïðèìåðû ìîðôèçìîâ
êîëåöf : A→ B, äëÿ êîòîðûõ îòîáðàæåíèå f# : specB → specA
à) îòêðûòî; á) íå îòêðûòî; â) çàìêíóòî; ã) íå çàìêíóòî.
3.5. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà êîììóòàòèâíîãî êîëüöà ëîãè-
÷åñêè ýêâèâàëåíòíû:
(à) åãî ñïåêòð íåñâÿçåí;
(á) îíî èçîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ íåíóëåâûõ êîëåö;
(â) â í¼ì åñòü íåòðèâèàëüíûå èäåìïîòåíòû, òî åñòü îòëè÷íûå îò 0 è 1
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x2 = x.
3.6. Êîëüöî íàçûâàåòñÿ áóëåâûì, åñëè ñîñòîèò èç íèëüïîòåíòîâ.
Äîêàæèòå, ÷òî ñïåêòð áóëåâà êîëüöà � êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðî-
ñòðàíñòâî.

3.7*. Ïó÷òü X� êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,
à C(X) � êîëüöî íåïðåðûâíûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà í¼ì
ñ îïåðàöèÿìè ïîòî÷å÷íîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Ââåäÿ äëÿ x ∈ X
èäåàë mx := {f ∈ C(X) | f(x) = 0}, äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé òàêîé èäåàë
ìàêñèìàëåí è ÷òî îòîáðàæåíèå x 7→ mx îïðåäåëÿåò áèåêöèþ ìåæäó X
è maxC(X).
3.8. Ïóñòü X ⊆ km× è Y ⊆ kn× � àôôèííûå àëãåáðàè÷åñêèå ìíî-
ãîîáðàçèÿ. Îòîáðàæåíèå X → Y íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè îíî
çàäà¼òñÿ ïîëèíîìàìè f1, ..., fn ∈ k[x1, . . . , xm]. Óñòàíîâèòå áèåêöèþ
ìåæäó ìíîæåñòâîì ðåãóëÿðíûõ îòîáðàæåíèé X → Y è ìîðôèçìàìè
ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãåáð ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé.
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