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4.1. Ïóñòü A,B ∈∈ ANN è A ⊆ B. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ
êîëüöà B, öåëûõ íàä A, îáðàçóåò ïîäêîëüöî â B; ýòî êîëüöî íàçûâà-
åòñÿ öåëûì çàìûêàíèåì êîëüöà A â êîëüöå B. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû
ðàñøèðåíèé êîëåö, äëÿ êîòîðûõ öåëîå çàìûêàíèå ìåíüøåãî â áîëüøåì
ñîâïàäàåò ñ áîëüøèì è äëÿ êîòîðûõ ýòî çàìûêàíèå îòëè÷àåòñÿ îò
áîëüøåãî.

4.2. [Äëÿ B ∈∈ ANN è M ∈∈ B − MOD ââåä¼ì åãî àííóëÿòîð

M⊥ := {b ∈ B | bM = {0M}}. Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ òî÷íûì, åñëè
M⊥ = {0B}.] Ïóñòü A,B ∈∈ ANN è B ⊇ A. Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíò
b ∈ B öåë íàä A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â B ñóùåñòâóåò òàêîé
òî÷íûé êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé A-ïîäìîäóëü M ⊆ B, ÷òî bM ⊆ M .
Óêàçàíèå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îäíîé èìïëèêàöèè íàäî ðàññìîòðåòü
ìîäóëü 〈b, b2, b3, . . . 〉, à äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äðóãîé � âîñïîëüçîâàòüñÿ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöû óìíîæåíèÿ íà b â êàêîì-ëèáî
áàçèñå.

4.3. Ïðè êàêèõ t ∈ C öåëîçàìêíóòû êîëüöà C[x,y]
〈x(x−1)(x−t)−y2〉?

4.4. Ïðè êàêèõ d ∈ {2, 3, . . . , 10} öåëîçàìêíóòû êîëüöà Z+ Z
√
d?

4.5. Öåëîçàìêíóòî ëè êîëüöî R[x,y,z]
x2+y2−z2 ?

4.6. Ïóñòü f : A → B � öåëûé ìîðôèçì êîëåö. Äîêàæèòå, ÷òî
îòîáðàæåíèå f# çàìêíóòî.

4.7. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êîëüöà A. Äîêà-
æèòå, ÷òî êîëüöî A öåëî íàä êîëüöîì èíâàðèàíòîâ {a ∈ A | G ·a = {a}}.

4.8. Ïóñòü K � ïîëå è R ⊆ K � åãî ïîäêîëüöî. Äîêàæèòå, ÷òî,
åñëè K öåëî íàä R, òî R � òîæå ïîëå.

4.9. Ïóñòü K � ïîëå, R ⊆ K � åãî ïîäêîëüöî, x ∈ K è R[x] = K.
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ Ṙ êîëüöî R[1s ] ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, è x
àëãåáðàè÷íî íàä íèì.

4.10. Ïóñòü R = Z èëè R = F[T ] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïî-

ëåì. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè u ∈ Ṙ, òî R[ 1u ] � íå ïîëå.
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