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5.1. Ïóñòü K � ïîëå, F ⊆ K � åãî ïîäïîëå è x ∈ K. Ïóñòü u ∈ F[x] è
F[x, 1

u ] = K. Äîêàæèòå, ÷òî F[x] = K è ÷òî x àëãåáðàè÷åí íàä F.

5.2. Ïóñòü K � ïîëå, R ⊆ K � åãî ïîäêîëüöî è x ∈ K. Ïóñòü

u ∈ R[x] è R[x, 1
u ] = K. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ Ṙ èìååì

R[1s ][x] = K, ÷òî ïîäêîëüöî R[1s ] ÿâëÿåòñÿ ïîëåì è ÷òî x àëãåáðàè÷åí

íàä R[1s ].
5.3. Ïóñòü K � ïîëå, A ⊆ K � åãî ïîäêîëüöî, x1, . . . , xn ∈ K è

A[x1, . . . , xn] = K. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ Ȧ ïîäêîëüöî A[1s ]
ÿâëÿåòñÿ ïîëåì è ÷òî K � åãî êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå.

5.4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð êîëüöà, ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ

êîòîðîãî íå ïëîòíî â åãî ñïåêòðå.

5.5. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ k âëîæèòå ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

k(x) â ïîëå ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ Ëîðàíà k((x)). Ê êàêîìó òèïó ðàñøè-

ðåíèé îòíîñèòñÿ k((x))/k(x)? Êàêîâà ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè ýòîãî

ðàñøèðåíèÿ?

5.6*. Îäíîçíà÷íî ëè ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè â êîëüöå Q[[x]]?
Ñîâåò. Âîñïîëüçóéòåñü îñíîâíûì òðèãîíîìåòðè÷åñêèì òîæäåñòâîì.

5.7. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå ÷àñòíûõ êîëüöà
C[x,y,z]

〈x2+y2−1,y2+z2−2〉 èçî-

ìîðôíî ïîëþ ÷àñòíûõ êîëüöà ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé íà ïëîñêîé

àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé.

5.8. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå ÷àñòíûõ êîëüöà
C[x,y,z]

〈x3+y3+z3−1〉 èçîìîðôíî ïîëþ

ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò äâóõ ïåðåìåííûõ.

5.9. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü îáëàñòè, çàêëþ÷¼ííîé âíóòðè ïåòëè äåêàðòî-

âà ëèñòà � âåùåñòâåííîé êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì y2 = x3 + x2.
5.10. Ñêîëüêî òî÷åê ëåæèò íà �îêðóæíîñòè� íàä êîíå÷íûì ïîëåì?

Èíà÷å ãîâîðÿ, ñêîëüêî ðåøåíèé (x, y) ∈ Fq èìååò óðàâíåíèå x
2 + y2 = 1?

5.11*. Ñêîëüêî ïðÿìûõ ïåðåãèáà èìååò ãëàäêàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ íà

ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè? Èìåþòñÿ ëè ñðåäè ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé ýòèõ

ïðÿìûõ êîëëèíåàðíûå òðîéêè? Ñîâåò. Ðàññìîòðèòå êðèâóþ, çàäàííóþ

óðàâíåíèåì ïîïðîùå � íàïðèìåð, x3 + y3 + z3 = 0 â îäíîðîäíûõ

êîîðäèíàòàõ.

5.12*. Ïîñòðîéòå ãëàäêóþ ïðîåêòèâíóþ ìîäåëü êðèâîé, çàäàííîé â

àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèåì y2 = 1− x5.
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