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Ýíäîìîðôèçì Ôðîáåíèóñà è îïåðàòîð Êàðòüå íà êðèâûõ

Ôèêñèðóåì ãëàäêóþ ïðîåêòèâíóþ êðèâóþ X. Ìû áóäåì ÷àñòî çàäàâàòü êðèâóþ óðàâ-
íèåíèåì âèäà f(x, y) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî íàäî âçÿòü êîìïàêòèôè-
âàöèþ àôôèííîé êðèâîé ñ óðàâíåíèåì f(x, y) = 0 è ðàçðåøèòü îñîáåííîñòè.

Çàäà÷à 1.1. Äåéñòâèå Ôðîáåíèóñà íà H i(X,OX) ïîëóëèíåéíî.

Çàäà÷à 1.2. à) Åñëè ôîðìà ω ∈ Ω(X) ðàâíà dh+gpdf/f äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé f, g, h,
òî C(ω) = gdf/f .

á) C(ω) = ω, òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà ω = df/f .

Çàäà÷à 1.3. Äëÿ êðèâîé X ðîäà g ìîæíî îïðåäåëèòü äîïîëíèòåëüíûé èíâàðèàíò

g′ = dim{ω ∈ H0(X,ΩX/k)|ω = dh}.

Äîêàæèòå, ÷òî ðàíã îïåðàòîðà Êàðòüå íà ïðîñòðàíñòâå H0(X,ΩX/k) ðàâåí g − g′.

Çàäà÷à 1.4. Ó ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ñ óðàâíåíèåì y2 = f(x) ìîæíî âçÿòü ôîðìû
xidx/y â êà÷åñòâå áàçèñà. Âû÷èñëèòå êàê äåéñòâóåò îïåðàòîð Êàðòüå â ýòîì áàçèñå.

Çàäà÷à 1.5. Êîãäà ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ X ñ óðàâíåíèåì y2 = x3 + b ñóïåðñèíãóëÿðíà
(òî åñòü Ôðîáåíèóñ äåéñòâóåò íóëåì íà H1(X,OX))?

Ïóñòü k � ñîâåðøåííîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p, à I � ÿäðî åñòåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ
èç Z[k∗] â k. Ïóñòü Wn(k) = Z[k∗]/In, è W (k) = lim←−n

Wn(k). Ïóñòü [a] îáîçíà÷àåò îáðàç
ýëåìåíòà a ∈ k â W (k). Åãî íàçûâàþò ïðåäñòàâèòåëåì Òåéõìþëëåðà. Îïðåäåëèì íà
W (k) îïåðàòîðû F è V íà îáðàçóþùèõ ôîðìóëàìè: F [a] = [ap] è V [a] = p[F−1k a], à
äàëüøå ïðîäîëæèì ïî ëèíåéíîñòè.

Çàäà÷à 1.6. à) Âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ: FV = V F = p, F (xy) = F (x)F (y), è
V (xFy) = V x · y.

á) Îòîáðàæåíèå k∗ → W (k), êîòîðîå ïåðåâîäèò a ∈ k∗ â [a], ìóëüòèïëèêàòèâíî.
â) Êîëüöî W (k) ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ, è

W (k)/VW (k) ∼= W (k)/pW (k) ∼= k.

ã) Ëþáîé ýëåìåíò x ∈ Wn(k) ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì çàïèñàòü êàê ñóììó

x =
n−1∑
i=0

V i[xi],

ãäå xi ∈ k. (Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî [0] = 0.)

Çàäà÷à 1.7. à) Ïóñòü ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Òîãäà îòîáðàæåíèåM 7→ F (M)M−1

ñþðüåêòèâíî íà GLn(W (k)).
á) Äëÿ ëþáîé îáðàòèìîé ìàòðèöûM ñ êîýôôèöèåíòàìè èçW (k) íàéäåòñÿ òàêàÿ çàìåíà
áàçèñà T , ÷òî F (T )MT−1 = Id åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.


