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Êîììóòàòîðû âåêòîðíûõ ïîëåé

1. Äëÿ âåêòîðûõ ïîëåéX è Y íà ìíîãîîáðàçèèM âû÷èñëèòå êîììóòàòîð [X,Y ] è èíòåãðàëüíûå
ïîòîêè ïîëåé X, Y è [X,Y ]: (à) M = R2, X = ∂
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∂
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∂x1
; (â) M = S2, X � ïðîäîëæåíèå íà âñþ ñôåðó ïîëÿ cosψ ∂

∂ψ ; Y

� ïðîäîëæåíèå íà âñþ ñôåðó ïîëÿ cosψ ∂
∂ϕ ; çäåñü ϕ è ψ � äîëãîòà è øèðîòà, ñîîòâåòñòâåííî, �

êîîðäèíàòû íà S2 (äîêàæèòå ñíà÷àëà ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïðîäîëæåíèé).

2. Ïðîâåäåì ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó a = (p, q, r) ∈ R3 ïëîñêîñòü Πa, çàäàííóþ óðàâíåíèåì

p(y − q) + (z − r) = 0.

(à) Íàéäèòå âåêòîðíûå ïîëÿ X è Y íà R3 òàêèå, ÷òî X(a) è Y (a) îáðàçóþò áàçèñ â Πa ïðè êàæäîì

a, è âû÷èñëèòå èõ êîììóòàòîð.

(á) Ñóùåñòâóåò ëè â R3 ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü (ò.å. äâóìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå), äëÿ êîòîðîé â

êàæäîé åå òî÷êå a ïëîñêîñòü Πa ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé?

3. Ïóñòü G � ãðóïïà Ëè ñ åäèíèöåé e.
(à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà v ∈ TeG ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî âåêòîðíîå ïîëå Xv,

òàêîå, ÷òî Xv(e) = v è X èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëíâûõ ñäâèãîâ: äëÿ âñÿêîãî g ∈ G è a ∈ G
èìååì (Lg)

′(a)Xv(a) = Xv(Lg(a)); çäåñü Lg : G→ G äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå Lg(a) = ga.
(á) Äîêàæèòå, ÷òî êîììóòàòîð äâóõ ëåâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé òîæå ÿâëÿåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíûì

âåêòîðíûì ïîëåì.

(â) Âû÷èñëèòå ÿâíî ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ è èõ êîììóòàòîðû íà G = GL(n,R).
(ã) Òîò æå âîïðîñ ïðî G = SL(n,R).

4. Íàéäèòå óñëîâèå íà âåêòîðíîå ïîëå X â Rn, ïðè êîòîðîì åãî èíòåãðàëüíûé ïîòîê Φ ñîñòîèò

èç îòîáðàæåíèé Φ(t, ·) : Rn → Rn, ñîõðàíÿþùèõ (à) ðàññòîÿíèå; (á) îáúåì. Äîêàæèòå, ÷òî

ïîñòðîåííûå ïîëÿ îáðàçóþò àëãåáðó Ëè îòíîñèòåëüíî êîììóòàòîðà.


