
Ëåêöèÿ 2, ×àñòü 1: îáîçíà÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïîëóïðîñòûìè
àëãåáðàìè Ëè

Ïîëóïðîñòûå àëãåáðû Ëè � ñïåöèôè÷åñêèé äèàëåêò îáùåìàòåìàòè÷åñêîãî ÿçûêà è åãî èçó÷åíèå
çàíèìàåò êàêîå-òî âðåìÿ. Ýòîò ìàòåðèàë íåïëîõî èçëîæåí â [VO, Bou]. Â ëåêöèè ÿ õî÷ó îïðåäåëèòü
âñå ïîíÿòèÿ ýòîãî ÿçûêà äëÿ àëãåáðû Ëè sl(n) (àëãåáðà Ëè ìàòðèö n× n ñëåäà 0).

Êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî àëãåáðà Ëè sl(n) ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöàìè n×n è ñëåäà 0. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî îïåðàöèÿ êîììóòèðîâàíèÿ [A,B] = AB−BA ñîõðàíÿåò ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïàðà èç ïðîñòðàíñòâà
è îïåðàöèè èç ïðåäûäóùèõ äâóõ ïðåäëîæåíèé åñòü àëãåáðà Ëè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç h ïîäïðîñòðàíñòâî äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö â sl(n); h íàçûâàåòñÿ Êàðòàíîâñêîé ïî-
äàëãåáðîé àëãåáðû sl(n). Îáîçíà÷èì ÷åðåç b ïîäïðîñòðàíñòâî íåñòðîãî âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö â
sl(n); b íàçûâàåòñÿ Áîðåëåâñêîé ïîäàëãåáðîé àëãåáðû sl(n). Î÷åâèäíî, ÷òî b ⊃ h.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç eij , 1 ≤ i, j ≤ n ìàòðè÷íûå åäèíèöû â àëãåáðå ìàòðèö. Äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû,
î÷åâèäíî, ñîâïàäàþò ñ ìàòðèöàìè âèäà

∑
1≤i≤n aieii. Îáîçíà÷èì ÷åðåç εi ôóíêöèþ èç h â C, ïåðåâîäÿ-

ùóþ
∑
i aieii â ai; εi ∈ h∗ è ε1 + ...+ εn = 0. Ìû èìååì [h, eij ] = (εi− εj)(h)eij äëÿ ëþáîé äèàãîíàëüíîé

ìàòðèöû h ∈ h è ëþáûõ i, j.
Ñîâîêóïíîñòü ∆ âåêòîðîâ εi − εj ∈ h∗, i 6= j, íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé êîðíåé àëãåáðû Ëè sl(n). Èç

îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî èìååò ìåñòî áèåêöèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè ∆ è ìàòðè÷íûìè åäèíèöàìè âíå
ãëàâíîé äèàãîíàëè; â ñâÿçè ñ ýòèì, ìû èíîãäà áóäåì îáîçíà÷àòü eij êàê eα, ãäå α = εi − εj . Ïîëîæèì

∆+ := {εi − εj | eij ∈ b} = {εi − εj | i < j},

Π := {α ∈ ∆+ | ∀β, γ ∈ ∆+(α 6= β + γ)} = {εi − εi+1 | 1 ≤ i < n}.
Áèëèíåéíàÿ ôîðìà (A,B) = tr(AB) íàçûâàåòñÿ ôîðìîé Êèëèíãà àëãåáðû Ëè sl(n). Îíà ñèììåòðè÷-

íà, íåâûðîæäåííà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

([A,B], C) + (B, [A,C]) = 0.

Îãðàíè÷åíèå (·, ·) íà h òàê æå íåâûðîæäåííî. Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äâîéñòâåííóþ ôîðìó íà h∗ (è
îáîçíà÷àåòñÿ îíà âñ¼ ðàâíî (·, ·)). Äëÿ âñÿêîãî α ∈ h∗, (α, α) 6= 0, ïîëîæèì sα(v) := v − 2 (α,v)

(α,α)α. Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî (α, α) = 2∀α ∈ ∆ è ÷òî sα(∆) = ∆∀α ∈ ∆. Ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè
sα, α ∈ ∆, íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Âåéëÿ sl(n). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî (â ñëó÷àå sl(n))
• sεi−εj ïåðåñòàâëÿåò εi è εj è îñòàâëÿåò íà ìåñòå εk, k 6= i, j,
• W ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà {εi}1≤i≤n.
• W ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè sα, α ∈ Π.

1.1. Êîíå÷íîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè. Äëÿ ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè g
ìû ôèêñèðóåì íàáîð äàííûõ (g, b, h), à òàêæå ñâÿçàííûé ñ ýòèì âûáîðîì íàáîð äàííûõ (∆,∆+,Π).
Ïîëîæèì n := [b, b]; b = h⊕ n.

Ïóñòü V � ýòî ïðîñòîé êîíå÷íîìåðíûé g. Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííûé âåêòîð λV ∈ h∗ è
ñóùåñòâóåò âåêòîð v ∈ V , äëÿ êîòîðûõ

n · v = 0∀n ∈ n, h · v = λV (h)v∀h ∈ h.

Âåêòîð v åäèíñòâåííåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Òàê æå âûïîëíåíî óñëîâèå

(1) 2
(λV , α)

(α, α)
∈ Z≥0∀α ∈ Π.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P+ ïîäìíîæåñòâî âåêòîðîâ èç h∗, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (1). Èç ñêàçàííîãî âûøå
ñëåäóåò, ÷òî êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

{ïðîñòûå êîíå÷íîìåðíûå g-ìîäóëè} −→ P+, V −→ λV .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Äëÿ âñÿêîãî λ ∈ P+, áóäåì îáîçíà÷àòü êàê V (λ)
ñîîòâåòñòâóþùèé êîíå÷íîìåðíûé g-ìîäóëü.

Ðàçáåð¼ìñÿ òåïåðü ÷òî ýòî óñëîâèå çíà÷èò äëÿ sl(n). Âåêòîðà ε1, ..., εn−1 îáðàçóþò áàçèñ â h∗; âûáåðåì
λ ∈ h∗ è ïðåäñòàâèì åãî â âèäå λ = λ1ε1 + ...+λn−1εn. Óñëîâèå (1) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

2
(εi − εi+1, λ)

(εi − εi+1, εi − εi+1)
∈ Z≥0 ⇐⇒ λi − λi+1 ∈ Z≥0 ∀i < n.
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Â ñîâîêóïíîñòè èç ýòèõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî λi ∈ Z, 1 ≤ i < n è ÷òî λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λn−1 ≥ 0. Òàêèì
îáðàçîì, êîíå÷íîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ sl(n) ìîãóò áûòü îòîæäåñòâëåíû ñî ñëåäóþùåé ïîëóãðóïïîé:

{(λ1, ..., λn−1) ∈ Zn−1 | λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λn−1 ≥ 0}.

Ëåêöèÿ 2, ×àñòü 2: Îïðåäåëåíèå êàòåãîðèè O è ñâîéñòâà ìîäóëåé Âåðìà

Äëÿ ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè g ìû ôèêñèðóåì íàáîð äàííûõ (g, b, h), à òàêæå ñâÿçàííûé ñ ýòèì âûáî-
ðîì íàáîð äàííûõ (∆,∆+,Π). Ïîëîæèì n := [b, b]; b = h⊕n, ∆− = ∆\∆+ = −∆+, n− := span{eα}α∈∆− .
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî g = b ⊕ n− = n− ⊕ h ⊕ n. ×åðåç Z≥0Π îáîçíà÷àåòñÿ ïîëóãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ
ýëåìåíòàìè Π.

Îïðåäåëåíèå 1. U(g)-ìîäóëü M ïðèíàäëåæèò êàòåãîðèè O, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
• M êîíå÷íî ïîðîæä¼í êàê U(g)-ìîäóëü;
• äåéñòâèå h íà M ïîëóïðîñòî, ò.å. M = ⊕ν∈h∗Mν è hmν = ν(h)mν äëÿ âñåõ mν ∈Mν è h ∈ h;
• äåéñòâèå n íà M ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíî, ò.å. ∀m ∈M∃k ∈ Z≥0 : nkm = 0.

Êëàññè÷åñêèì èñòî÷íèêîì áàçîâûõ ôàêòîâ ïðî êàòåãîðèþ O ñ÷èòàåòñÿ äèññåðòàöèÿ Éåíñà Êàðñòåíà
ßíöåíà [Ja]. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ìîäóëåé êàòåãîðèè O:

Ñâîéñòâî 1. Äëÿ âñÿêîãî ìîäóëÿ M èç êàòåãîðèè O èìååì dimMν <∞ äëÿ âñåõ ν ∈ h∗.

Ñâîéñòâî 2. Äëÿ âñÿêîãî ìîäóëÿ M èç êàòåãîðèè O ñóùåñòâóåò èäåàë m êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè â
Z(g), äëÿ êîòîðîãî mM = 0.

Ñâîéñòâî 3. Âñÿêèé ìîäóëü M èç êàòåãîðèè O èìååò êîíå÷íóþ äëèíó.

Ëåêöèÿ ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó ñâîéñòâ 1-2. Êàê ïåðâûé øàã ìû ïîñòðîèì ñåðèþ ìîäóëåé êàòå-
ãîðèè O, ïàðàìåòðèçîâàííóþ λ ∈ h∗, è äîêàæåì àíàëîãè ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå ñâîéñòâ äëÿ ýòèõ
ìîäóëåé.

Ôèêñèðóåì λ ∈ h∗. Çàäàäèì 1-îå ïðåäñòàâëåíèå Cλ àëãåáðû Ëè b ñ îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì vλ ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

n · vλ = 0, h · vλ = λ(h)vλ∀h ∈ h.

Ïîëîæèì
M(λ) := U(g)⊗U(b) Cλ.

Ñâîéñòâî 4. à) dimM(λ)ν 6= 0 òîëüêî åñëè λ− ν ∈ Z≥0Π;

á) ðàçìåðíîñòü M(λ)ν ðàâíà ÷èñëó íàáîðîâ {(pα)α∈∆+ ∈ Z|∆
+|

≥0 |
∑
α∈∆+ pαα = µ− ν};

â) dimM(λ)ν < |∆+|(ξ,λ−ν), ãäå ξ � ýòî åäèíñòâåííûé âåêòîð äëÿ êîòîðîãî (ξ, α) = 1∀α ∈ Π.
â') dimM(λ)λ = 1.

Ñâîéñòâî 5. Ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé èäåàë m ⊂ Z(g), äëÿ êîòîðîãî mM(λ) = 0; ìû áóäåì îáîçíà-
÷àòü ýòîò èäåàë m(λ).

Ïåðâîå èç ýòèõ ñâîéñòâ èñïîëüçóåò ÿâíûé áàçèñ âM(λ), à âñå îñòàëüíûå ëåãêî âûâîäÿòñÿ èç ïåðâîãî.

1.2. Áàçèñ M(λ). Ìîäóëè M(λ) èìåþò äîñòàòî÷íî ïðîñòóþ ñòðóêòóðó (ïî êðàéíåé ìåðå - äîñòàòî÷íî
ïðèëè÷íûé áàçèñ), êîòîðûé ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ïóàíêàðå-Áèðêãîôà-Âèòòà äëÿ U(g).

Òåîðåìà 1 (Òåîðåìà Ïóàíêàðå-Áèðêãîôà-Âèòòà). Åñëè e1, ..., em � ýòî áàçèñ àëãåáðû Ëè k, òî

{ed11 ...e
dm
m }d1,...,dm≥0

� ýòî áàçèñ â U(k).

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè g � ýòî ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè, à h1, ..., hr � ýòî íåêîòîðûé áàçèñ â h, òî

{
∏
α∈∆−

epαα
∏
i≤r

hqii
∏
β∈∆+

e
rβ
β }pα,qi,rβ≥0

� ýòî áàçèñ â U(g).

Ñëåäñòâèå 2. U(g) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ïðàâûì U(b)-ìîäóëåì ñ áàçèñîì

{
∏
α∈∆−

epαα }pα≥0.



Ñëåäñòâèå 3. Âåêòîðà âèäà

{
∏
α∈∆−

epαα vλ}pα≥0

îáðàçóþò áàçèñ ìîäóëÿ M(λ) ïðè ëþáîì λ ∈ h∗.

Ñëåäñòâèå 4. M(λ) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì îäíîìåðíûì ìîäóëåì íàä U(n−) ñ åäèíñòâåííûì áàçèñíûì
âåêòîðîì vλ ïðè ëþáîì λ ∈ h∗.

1.3. Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ 4-5.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 4. Âåêòîð
∏
α∈∆− e

pα
α vλ èìååò âåñ λ+

∑
α∈∆− pαα. Èç ýòîãî ëåãêî âûâîäèòñÿ

à) è á).
Ñóùåñòâîâàíèå âåêòîðà ξ ñëåäóåò èç íåâûðîæäåííîñòè (·, ·) è ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ èç

Π. Èç îïðåäåëåíèÿ Π ñëåäóåò, ÷òî (ξ, α) ∈ Z≥0 äëÿ âñåõ α ∈ ∆+. Èç ýòîãî ëåãêî âûâåñòè â) è â'). �

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 5. Òàê êàê Z(g) êîììóòèðóåò ñ h, ìû èìååì ÷òî Z(g) ñîõðàíÿåòM(λ)ν∀ν ∈
h∗. Ñëåäîâàòåëüíî, Z(g) ñîõðàíÿåò M(λ)λ. Ýòî çàäà¼ò ãîìîìîðôèçì Z(g) −→ EndM(λ)λ; îáîçíà÷èì
ÿäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà m. Òàê êàê dimM(λ)λ = 1 èìååì EndM(λ)λ ∼= C. Ñëåäîâàòåëüíî, m �
ìàêñèìàëüíûé èäåàë. Òàê êàê M(λ) = U(g)M(λ)λ èìååì mM(λ) = 0. �

1.4. Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ 1-2.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 1. Ïóñòü M0 � ýòî êîíå÷íîìåðíîå ïîðîæäàþùåå ïðîñòðàíñòâî g-ìîäóëÿ
M . Ïóñòü M1 � ýòî íàèìåíüøåå h-ñòàáèëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå M0. Èç îïðåäåëåíèÿ îáú-
åêòîâ êàòåãîðèè O, ëåãêî âèäåòü, ÷òî M1 êîíå÷íîìåðíî. Ïóñòü M2 � ýòî íàèìåíüøåå n-ñòàáèëüíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå M1. Èç îïðåäåëåíèÿ îáúåêòîâ êàòåãîðèè O, ëåãêî âèäåòü, ÷òî M2 êî-
íå÷íîìåðíî è ñòàáèëüíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ b. Ïóñòü λ1, ..., λs ∈ h∗ � ýòî âñå λ ∈ h∗, äëÿ êîòîðûõ
M2 ∩Mλ 6= 0. Ïðèìåíÿÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿì, èñïîëüçîâàííûì ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå ñëåäñòâèÿ 4, èìååì:

à) dimMν 6= 0 òîëüêî åñëè λi − ν ∈ Z≥0Π äëÿ êàêîãî-òî i ≤ s;
á) ðàçìåðíîñòü Mν íå ïðåâûøàåò ÷èñëà íàáîðîâ

{(λi, (pα)α∈∆+) ∈ h∗ × Z|∆.
+|

≥0 |
∑
α∈∆+

pαα = λi − ν};

â) dimMν < f(λ1, ..., λs, ν) äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f .
â') dimMλi = 1 äëÿ êàêîãî-òî i ≤ s.

�

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 2. Òàê êàê Z(g) êîììóòèðóåò ñ h, ìû èìååì ÷òî Z(g) ñîõðàíÿåòM(λ)ν∀ν ∈
h∗. Îïðåäåëèì M2, λ1, ..., λs êàê â ñâîéñòâå 4. Ïîëîæèì M3 = Mλ1

⊕Mλ2
⊕ ... ⊕Mλs . Ïî ñâîéñòâó 4

èìååì dimM3 <∞.
Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî Z(g) ñîõðàíÿåò M3. Ýòî çàäà¼ò ãîìîìîðôèçì Z(g) −→ EndM3;

îáîçíà÷èì ÿäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà m. Òàê êàê dimM3 <∞ èìååì dim EndM3 <∞. Ñëåäîâàòåëüíî,
m èìååò êîíå÷íóþ êîðàçìåðíîñòü â Z(g). Òàê êàê M = U(g)M0 = U(g)M1 = U(g)M2 = U(g)M3, ìû
èìååì mM = 0. �

1.5. Óíèêàëüíûå ñâîéñòâà M(λ).

Ñâîéñòâî 6. M(λ) èìååò ïîäìîäóëü Msub(λ) ( M(λ), ñîäåðæàùèé âñå îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå ïîä-
ìîäóëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè òàêîé ïîäìîäóëü Msub(λ) ñóùåñòâóåò, òî îí ðàâåí ñóììå âñåõ
ñîáñòâåííûõ ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M . Ïîëîæèì

Msub(λ) :=
∑

M ′(M
M ′.

Çàìåòèì, ÷òî

Msub(λ)ν :=
∑

M ′(M
M ′ν



äëÿ ëþáîãî ν ∈ h∗. Åñëè M(λ)λ ⊂M ′ äëÿ êàêîãî-ëèáî ïîäìîäóëÿ M ′ ⊂M(λ), òî M ′ = M(λ). Ñëåäîâà-
òåëüíî, M ′λ = 0 äëÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ ïîäìîäóëåé M ′, è, â ÷àñòíîñòè, Msub(λ)λ = 0. Ýòî äîêàçûâàåò,
÷òî Msub(λ) 6= M(λ). �

Ñëåäñòâèå 5. Ìîäóëü M(λ) èìååò åäèíñòâåííûé ïðîñòîé ôàêòîð; ýòîò ôàêòîð îáîçíà÷àåòñÿ L(λ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç χλ, λ ∈ h∗, ãîìîìîðôèçì àëãåáð, çàäàííûé îòîáðàæåíèåì Z(g) −→ Z(g)/m(λ) ∼= C.

Ñâîéñòâî 7. Äëÿ âñÿêîãî f ∈ Z(g) ñóùåñòâóåò p ∈ S(h), äëÿ êîòîðîãî fmλ = p(λ)mλ äëÿ âñåõ
λ ∈ h∗,mλ ∈M(λ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñëåäñòâèÿ 1 ëåãêî âèäåòü, ÷òî

f =
∑
i≤s

u−i u
0
iu

+
i ,

ãäå u−i ∈ U(n−), u0
i ∈ U(h), u+

i ∈ U(n). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî u+
i , u

−
i

îäíîðîäíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ h è èìåþò âåñà λ−i ∈ −ZΠ, λ+
i ∈ ZΠ. Òàê êàê f ∈ Z(g) èìååì ÷òî

[h, f ] = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî λ−i + λ+
i = 0, åñëè u+

i , u
0
i , u
−
i 6= 0. Åñëè λ+

i 6= 0 ìû èìååì ÷òî

(u−i u
0
iu

+
i ) · vλ = 0.

Ò.å. íåíóëåâîé âêëàä â f · vλ äà¼ò òîëüêî ÷ëåí ñ u−k = u+
k = 1. Èç ÷åãî ëåãêî âèäåòü, ÷òî èñêîìîå

ðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ p = u0
k. �

Ñëåäñòâèå 6. Ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì ψ : Z(g) −→ S(h), äëÿ êîòîðîãî

f ·mλ = (ψ(f))(λ)mλ∀λ ∈ h∗,∀mλ ∈M(λ),∀f ∈ Z(g)

.

Ñâîéñòâî 8. Äëÿ âñÿêîãî f ∈ Z(g) è âñÿêîãî w ∈W âåðíî, ÷òî

(2) m(λ) = m(w · (λ+ ρ)− ρ), χλ(f) = χw·(λ+ρ)−ρ(f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôîðìóëà w · (λ+ ρ)− ρ ñîîòâåòñâóåò ñîïðÿæåíèþ äåéñòâèÿ W íà
h∗ ñ ïîìîùüþ ñäâèãà íà ρ. Îòñþäà ñëåäóåò ÷òî (2) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ w = sα, α ∈ Π. Â ýòîì
ñëó÷àå (2) ïåðåâîôîðìóëèðóåòñÿ òàê:

(3) m(λ) = m(sαλ− α), χλ(f) = χsαλ−α(f)

òàê êàê sαρ−ρ = −α. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 6 óñëîâèå (3) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ ïîäìíîæåñòâà, ïëîòíîãî
â h∗; ìû ïðîâåðèì óñëîâèå (3) äëÿ P+ ⊂ h∗.

Ôèêñèðóåì λ ∈ P+. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ â ìîäóëå V (λ) âåêòîðà vλ ñòàðøåãî âåñà λ ñëåäóåò ñóùåñòâî-
âàíèå íåíóëåâîãî îòîáðàæåíèÿ

qλ : M(λ) −→ V (λ).

Â ñèëó òîãî, ÷òî V (λ) ïðîñò, ìû èìååì ÷òî ýòî qλ ñþðúåêòèâíî, è, ñëåäîâàòåëüíî, V (λ) ∼= L(λ) � ýòî
åäèíñòâåííûé ïðîñòîé ôàêòîð M(λ).

Ðàññìîòðèì sl(2)-ïîäàëãåáðó k := {eα, e−α, [eα, e−α]}, ïîðîæä¼ííóþ eα, e−α; îáîçíà÷èì å¼ sl(2)α.
Ðàññìîòðèì âåêòîðà âèäà en−αvλ â M(λ). Â ñèëó ñâîéñòâà 4 ìû èìååì ÷òî

dimM(λ)λ−nα = 1 è M(λ)λ−nα = Cen−αvλ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
N(α) = ⊕n≥0M(λ)λ−nα

ýòî sl(2)α ïîäìîäóëü Âåðìà â M(λ)|sl(2)α . Îáðàç N(α) â V (λ) îáÿçàí áûòü êîíå÷íîìåðíûì, è, ñëåäîâà-
òåëüíî,

e
2

(λ,α)
α,α +1

−α vλ ∈Msub(λ).

Â òî æå âðåìÿ,

Cvλ = C(e
2

(λ,α)
α,α

α e
2

(λ,α)
α,α

−α vλ)

(ýòî ñëåäóåò èç îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû sl(2)-ìîäóëåé ñòàðøåãî âåñà.) Îòñþäà èìååì, ÷òî e
2

(λ,α)
α,α +1

−α vλ ÿâ-
ëÿåòñÿ âåêòîðîì ñòàðøåãî âåñà â Msub(λ). Ñëåäîâàòåëüíî, åñòü íåíóëåâîå îòîáðàæåíèå

M(sαλ− α) = M(λ− (2
(α, λ)

(α, α)
+ 1)α) −→Msub(λ) ⊂M(λ).



Ñëåäîâàòåëüíî, m(λ) è m(sαλ − α) àííóëèðóþò e
2

(λ,α)
α,α +1

−α vλ. Äàëåå, m(λ) + m(sαλ − α) àííóëèðóþò

e
2

(λ,α)
α,α +1

−α vλ. Åñëè m(λ) 6= m(sαλ−α), òî m(λ) +m(sαλ−α) = Z(g). Ñëåäîâàòåëüíî, m(λ) = m(sαλ−α).
Èç ýòîãî íåìåäëåííî ñëåäóåò ÷òî χλ = χsαλ−α. �
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