
Ëåêöèÿ 3, ×àñòü 1: Àññîöèèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå g-ìîäóëÿ

Ìàòåðèàë ýòîé ñåêöèè "âñå çíàþò" è ïîýòîìó åãî íèêòî íèêîãäà íå ïèøåò. Âïðî÷åì, ÷òî-òî ìîæíî
íàéòè â [KL].
Ïóñòü g � íåêîòîðàÿ àëãåáðà Ëè, à U(g) � ýòî å¼ óíèâåðñàëüíàÿ îá¼ðòûâàþùàÿ àëãåáðà. Âûáåðåì

êàêîé-íèáóäü áàçèñ g1, ..., gn â g. Íàïîìíèì, ÷òî U(g) èìååò áàçèñ {gd1
1 ...g

dn
n }di≥0. Ïîëîæèì

U≤d := span{gd1
1 ...g

dn
n }d1+...+dn≤d.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
• U≤0 = C1,
• U≤1 = C1⊕ g, ãäå g = span{g1, ..., gn},
• U≤d1 ⊂ U≤d2 åñëè d1 ≤ d2,
• ∪d≥0U≤d = U(g),
• U≤d íå çàâèñÿò îò âûáîðà áàçèñà â g,
• U≤d1U≤d2 = U≤d1+d2 .
Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ââåñòè àññîöèèðîâàííóþ ãðàäóèðîâàííóþ àëãåáðó grU(g). Ëåãêî âè-

äåòü, ÷òî ýòà àëãåáðà ñâîáîäíà ïîðîæäåíà îáðàçàìè ýëåìåíòîâ g1, ..., gn, è, ñëåäîâàòåëüíî, èçîìîðôíà
S(g).

1.1. Ôèëüòðàöèÿ g-ìîäóëÿ. Ïóñòü M � ýòî íåêîòîðûé êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé g-ìîäóëü. Ïî îïðåäå-
ëåíèþ ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî M0 ⊂ M , òàêîå ÷òî M = U(g)M0.
Ïîëîæèì Mi := U≤iM0. Î÷åâèäíî, ÷òî Mi � ýòî èñ÷åðïûâàþùàÿ ôèëüòðàöèÿ ìîäóëÿ M è ÷òî
U≤jMi = Mi+j . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðèñîåäèí¼ííûé ãðàäóèðîâàííûé ìîäóëü

grM0
M := ⊕i≥0Mi/Mi−1

• ÿâëÿåòñÿ grU(g) ∼= S(g)-ìîäóëåì.
• ïîðîæä¼í îáðàçîì ïîäïðîñòðàíñòâà M0.

Äàëåå, âñÿêèé êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé S(g)-ìîäóëü M̃ èìååò íîñèòåëü, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé

SuppM̃ := {χ ∈ g∗ | f(χ) = 0∀f ∈ AnnS(g)M̃}
(äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü îïðåäåëåíèå áîëåå ÿâíûì ìàñèìàëüíûé ñïåêòð S(g) ñðàçó ïîäìåíåí g∗; ýòî
íå âïîëíå ÷åñòíî åñëè g íåñ÷¼òíîìåðíî íàä C, à ïî÷åìó � ïîãîâîðèì â ñëåäóþùåé ëåêöèè). Ïîëîæèì

Var(M) := Supp(grM0
M).

Ìîäóëü grM0
M ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âûáîðà ïîðîæäàþùåãî ïðîñòðàíñòâà, íî VarM � óæå íå çà-

âèñèò, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ (ôîëüêë¼ðíàÿ) ëåììà.

Ëåììà 1. Ïîäìíîãîîáðàçèå Var(M) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðîñòðàíñòâà M0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M0 è M
′
0 � ýòî äâà êîíå÷íîìåðíûõ ïîðîæäàþùèõ ïðîñòðàíñòâà g-ìîäóëÿ M ,

çàäàþùèå ôèëüòðàöèè {Mi}i≥0 è {M ′i}i≥0 ñîîòâåòñòâåííî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî√
AnnS(g)grM0

M =
√

AnnS(g)grM ′
0
M,

ãäå
√
I := {f ∈ S(g) | ∃k ≥ 0 : fk ∈ I} äëÿ âñÿêîãî èäåàëà I â S(g). Ìû äîêàæåì, ÷òî

(1)
√

AnnS(g)grM0
M ⊂

√
AnnS(g)grM ′

0
M ;

ñ ïîìîùüþ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íîãî ðàññóæäåíèÿ ìîæíî áóäåò äîêàçàòü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå èäåàëîâ,
à, ñëåäîâàòåëüíî, è èõ ðàâåíñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî (1) ñëåäóåò èç

(2) ∃r ≥ 1(AnnS(g)grM0
M)r ⊂ (AnnS(g)grM ′

0
M).

Ñåé÷àñ ìû äîêàæåì (2). Ìîäóëü grM0
M ãðàäóèðîâàí, è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî àííóëÿòîð ÿâëÿåòñÿ

ãðàäóèðîâàííûì èäåàëîì â S(g). Òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ grM ′
0
M . Ôèêñèðóåì ýëåìåíò u ∈ U≤d\U≤d−1

è îáîçíà÷èì ÷åðåç ū ∈ U≤d/U≤d−1 åãî îáðàç â S(g). Èìååì

ū ∈ AnnS(g)grM0
M ⇐⇒ uMi ⊂Mi+d−1∀i.

Èç òîãî, ÷òî M0,M
′
0 ïîðîæäàþò g-ìîäóëü M ñëåäóåò, ÷òî

M ′0 ⊂Mk,M0 ⊂Ml

1



äëÿ êàêèõ-òî k, l ≥ 0. Ôèêñèðóåì òàêèå ÷èñëà k, l. Òîãäà

usM ′j ⊂ usMk+j ⊂Mk+j+s(d−1) ⊂M ′l+k+j+s(d−1).

Åñëè s ≥ l + k + 1, òî l + k + j + s(d − 1) ≤ j + sd − 1 � à, ñëåäîâàòåëüíî, M ′l+k+j+s(d−1) ⊂ M ′j+sd−1.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî us ∈ U≤sd\U≤sd−1 è ūs = ūs. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ūs ∈ (AnnS(g)grM ′
0
M)∀s ≥ l + k + 1.

Ýòî äîêàçûâàåò (2) äëÿ r = l + k + 1. �

1.2. Àññîöèèðîâàííûå ìíîãîîáðàçèÿ è êàòåãîðèÿ O. Äî êîíöà ñåêöèè ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
àëãåáðà Ëè g ïîëóïðîñòà. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü g ñ g∗ ñ ïîìîùüþ ôîðìû Êàðòàíà-
Êèëèíãà (x −→ (x, ·)).

Ëåììà 2. Åñëè M � ýòî îáúåêò êàòåãîðèè O äëÿ g, òî Var(M) ⊂ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðåäûäóùåé ëåêöèè áûëî ïîêàçàíî, ÷òîM îáëàäàåò b-ñòàáèëüíûì ïîðîæäàþùèì
ïðîñòðàíñòâîì M0. Ñëåäîâàòåëüíî, bM̄0 = 0, ãäå M̄0 � ýòî îáðàç M0 â grM0

M . Òàê êàê M̄0 ïîðîæäàåò
grM0

M , ìû èìååì

b ⊂ AnnS(g)grM0
M.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(3) (χ, b) = 0∀χ ∈ VarM.

Ìíîæåñòâî χ ∈ g, äëÿ êîòîðûõ (3) ñîâïàäàåò ñ n. �

Ëåììà 3. Ïóñòü M � ýòî êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé g-ìîäóëü, è ïóñòü ñóùåñòâóåò èäåàë m ⊂ Z(g), äëÿ
êîòîðîãî mM = 0 è dimZ(g)/m <∞. Òîãäà f̄ |Var(M) = 0 äëÿ âñåõ f ∈ Z(g).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M0 � ýòî íåêîòîðîå ïîðîæäàþùèì ïðîñòðàíñòâîì g-ìîäóëÿ M . Òîãäà M̃0 :=
Z(g)M0 åñòü îáðàç

Z(g)/m⊗C M0.

Ñëåäîâàòåëüíî, M̃0 êîíå÷íîìåðíî è ïîðîæäàåò M . Î÷åâèäíî, ÷òî fM̃0 ⊂ M̃0. Îòêóäà f |VarM = 0. �

Ëåêöèÿ 3, ×àñòü 2: Îðáèòàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ Äæîçåôà

Ôèêñèðóåì òðîéêó g ⊃ b ⊃ h; ýòî çàäàñò íàì íàáîð äàííûõ (G,B, T, (·, ·),∆,∆+,∆−,Π, P+). Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî âñå x ∈ n ÿâëÿþòñÿ íèëüïîòåíòíûìè ìàòðèöàìè (íàïîìíèì, ÷òî äëÿ g ∼= sl(n) ìîæ-
íî îòîæäåñòâèòü n ñî ñòðîãî âåðõíåòðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè). Ìû îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ íèëü-
ïîòåíòíûõ ìàòðèö â g ÷åðåç N(g). ×èñëî G-îðáèò â N(g) âñåãäà êîíå÷íî (äëÿ sl(n) íèëüïîòåíòíûå
îðáèòû çàäàþòñÿ Æîðäàíîâûìè íîðìàëüíûìè ôîðìàìè, ò.å. ðàçáèåíèÿìè ÷èñëà n). Áîëåå ïîäðîáíî
íèëüïîòåíòíûå îðáèòû îáñóæäàþòñÿ â [CM], ñì. òàê æå [Ja].

Îïðåäåëåíèå 1. Äëÿ âñÿêîé G-îðáèòû O íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû ïåðåñå÷åíèÿ O ∩ n íàçûâàþòñÿ
îðáèòàëüíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè Äæîçåôà.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî îáúåêòàM êàòåãîðèè O âåðíî, ÷òî Var(M) åñòü îáúåäèíåíèå íåñêîëü-
êèõ îðáèòàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé Äæîçåôà, ñì. ëåììû 2, 3. Êàòåãîðèÿ O è îðáèòàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ
îïèñûâàþòñÿ áëèçêîé êîìáèíàòîðèêîé è êàê îáùåå ïðàâèëî

{
êîìáèíàòîðèêà
îðáèòàëüíûõ
ìíîãîîáðàçèé

}= 1
2{

êîìáèíàòîðèêè
êàòåãîðèè O }.

1.3. Îðáèòàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ Äæîçåôà äëÿ g ∼= sl(n). Ïîäàëãåáðà n äëÿ g ∼= sl(n) ìîæåò
áûòü îòîæäåñòâëåíà ñ âåðõíåòðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vi ïðîñòðàíñòâî íàòÿíóòîå
íà ïåðâûå i âåêòîðîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî áàçèñà Cn. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî n ñîõðàíÿåò âñå ïðîñòðàíñòâà Vi.
Ôèêñèðóåì x ∈ n. Äëÿ ëþáîãî i, äåéñòâèå x íà ïðîñòðàíñòâå Vi íèëüïîòåíòíî è, ñëåäîâàòåëüíî,

çàäà¼òñÿ ðàçáèåíèåì ÷èñëà i; ðàçáèåíèå λ1 ≥ ... ≥ λs ≥ 0 ÷èñëà i ìîæåò òàêæå çàäàíî òàáëè÷êîé,
äëèíû ñòîëáöîâ â êîòîðîé ðàâíû λ1, ..., λs. Ýòè òàáëè÷êè äëÿ âñåõ i, 1 ≤ i ≤ n âêëàäûâàþòñÿ äðóã â
äðóãà è â i-îé òàáëè÷êå ðîâíî i ÿ÷ååê. Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîì øàãå ïåðåõîä îò (i− 1)-îé òàáëèöû
ê i-îé îñóùåñòâëÿåòñÿ äîáàâëåíèåì îäíîé ÿ÷åéêè. Ïîñòàâèì â ýòó ÿ÷åéêó ÷èñëî i. Â ðåçóëüòàòå, ìû



ñîïîñòàâèì x òàáëè÷êó Y (x) ñ n-ÿ÷åéêàìè, â êàæäîé èç êîòîðûõ ñòîèò ÷èñëî îò 1 äî n. Ëåãêî óáåäèòüñÿ,
÷òî
• â ëåâîì íèæíåì óãëó Y (x) ñòîèò ÷èñëî 1,
• ÷èñëà â Y (x) âîçðàñòàþò âäîëü ñòðîê,
• ÷èñëà â Y (x) óáûâàþò âäîëü ñòîëáöîâ.
Òàáëèöû, Y óäîâëåòâîðÿþùèå òð¼ì èäóùèì âûøå óñëîâèÿì, íàçûâàþòñÿ ñòàíäàðòíûìè òàáëèöà-

ìè Þíãà.
Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ëþáîì îðáèòàëüíîì ìíîãîîáðàçèè Äæîçåôà åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî

ýëåìåíòîâ x, äëÿ êîòîðûõ Y (x) îäèíàêîâî; ýòî îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå

{
îðáèòàëüíûå
ìíîãîîáðàçèÿ
Äæîçåôà

}−→{ ñòàíäàðòíûå
òàáëèöû Þíãà

}.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé (õîðîøåå óïðàæíåíèå ïî ëèíåéíîé àëãåáðå �
îíî âîéä¼ò â ýêçàìåí êóðñà).

Çàìå÷àíèå 1. Ðàçáèåíèÿ ÷èñëà n òàêæå ìîãóò áûòü îòîæäåñòâëåíû ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè Sn, à Sn � ýòî
ãðóïïà Âåéëÿ sl(n). Ñòàíäàðòíûå òàáëèöû Þíãà äàííîé ôîðìû ìîãóò áûòü îòîæäåñòâëåíû ñ áàçèñîì
â ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ Sn. Êàê èòîã � èìååòñÿ áèåêöèÿ ìåæäó íèëüïîòåíòíûìè îðáèòàìè
â sl(n) è íåïðèâîäèìûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè Sn, à îðáèòàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ, ñâÿçàííûå ñ ýòîé îðáèòîé,
îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ýëåìåíòàìè áàçèñà â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè Sn. Ïîõîæàÿ êàðòèíà èìååò ìåñòî äëÿ
ëþáîé ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè.

1.4. Îðáèòàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ Äæîçåôà: îáùèé ñëó÷àé. Äëÿ ïðåäîñòàâëåíèÿ ÷åñòíûõ äîêà-
çàòåëüñòâ ýòîé ñåêöèè (à íå ïðîñòî ðåçóëüòàòîâ) íóæíû êàêèå-òî çíàíèÿ ïî ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåò-
ðèè, ñì., ñêàæåì, [NG]. Òàì æå ìîæíî íàéòè è ÷åñòíîå èçëîæåíèå èäóùèõ íèæå ôàêòîâ.
Èç îïðåäåëåíèÿ áîðåëåâñêîé ïîäàëãåáðû ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò x ∈ N(g) ñî-

ïðÿæ¼í êàêîì-òî ýëåìåíòó èç n (äëÿ sl(n) ýòî çíà÷èò, ÷òî ëþáàÿ ìàòðèöà ñîïðÿæåíà âåðõíåòðåóãîëüíîé
ìàòðèöå). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî N(g) = G · n (ðàçíåñåíèå n äåéñòâèåì G). Òàê êàê n ñîõðàíÿåòñÿ äåé-
ñòâèåì B, îïðåäåëåíî îäíîðîäíîå ðàññëîåíèå

G ∗B n = G× n/B íàä G/B.

Îáîçíà÷èì åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå G∗B n −→ G·n ⊂ g ÷åðåç ϕG. Òàê êàê n ∼= (g/n)∗ êàê B-ìîäóëü, ìû
èìååì ÷òî G∗Bn ∼= T ∗(G/B) (êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ê G/B). Áîëåå òîãî, φG ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì
ìîìåíòîâ äëÿ äåéñòâèÿ G íà T ∗(G/B).
Ïîëíûé ïðîîáðàç φ−1G (n) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì â T ∗(G/B) ñ íåñêîëüêèìè íåïðèâîäèìûìè êîì-

ïîíåíòàìè. Îáðàç êàæäîé òàêîé íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòû ñîâïàäàåò ñ îðáèòàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì
Äæîçåôà. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

{
íåïðèâîäèìûå

êîìïîíåíòû φ−1G (n)
}−→ {

îðáèòàëüíûå
ìíîãîîáðàçèÿ
Äæîçåôà

}.

Îíî ñþðúåêòèâíî.
Îòîáðàæåíèå b −→ g îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå g ∼= g∗ −→ b∗. Îáîçíà÷èì ÷åðåç φB êîìïîçèöèþ ýòîãî

îòîáðàæåíèÿ ñ φG. ßäðî ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ n. Ñëåäîâàòåëüíî,

φ−1G (n) = φ−1B (0).

Òîãäà φB ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ìîìåíòîâ äëÿ äåéñòâèÿ B íà T ∗(G/B). Ìíîãîîáðàçèå φ−1B ñîâ-
ïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì êîêàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé êî âñåì B-îðáèòàì íà G/B (â ýòîò ìîìåíò ìîãóò
îêàçàòüñÿ ïîëåçíû êàêèå-òî çíàíèÿ î ìíîãîîáðàçèÿõ ôëàãîâ, åñëè êîìó èõ íå õâàòèò, òî ðåêîìåí-
äóþ ïî÷èòàòü [Br]). Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî B-îðáèò íà G/B êîíå÷íî è, áîëåå òîãî, ïàðàìåòðèçóåòñÿ
ýëåìåíòàìè ãðóïïû Âåéëÿ W . Ñëåäîâàòåëüíî, íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû φ−1B (G/B) òàêæå ïàðàìåò-
ðèçóþòñÿ ýëåìåíòàìè ãðóïïû Âåéëÿ. Êàê èòîã, èìååì îòîáðàæåíèå

W −→ {
îðáèòàëüíûå
ìíîãîîáðàçèÿ
Äæîçåôà

}.

Èç èäóùåãî âûøå îïèñàíèÿ íåñëîæíî âûòàùèòü ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ:

(4) w −→ B · (n ∩ w(n)).



Çàìå÷àíèå 2. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ýòîé ñåêöèè ñ ðåçóëüòàòàìè ïðåäûäóùåé ïîäñåêöèè äà¼ò îòîá-
ðàæåíèå

Sn −→ {
ñòàíäàðòíûå
òàáëèöû Þíãà

}.

Ýòî îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî òàêæå è â ÷èñòî êîìáèíàòîðíûõ òåðìèíàõ � îäíà èç äâóõ
òàáëèö, âûðàáàòûâàåìûõ àëãîðèòìîì Ðîáèíñîíà-Øåíñòåäà � ìû îáñóäèì ýòîò àëãîðèòì â ñëåäóþùåé
ëåêöèè.

Çàìå÷àíèå 3. Îòîáðàæåíèå (4) ñþðúåêòèâíî, íî íå èíúåêòèâíî; îíî ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ïðè îãðà-
íè÷åíèè íà ïîäìíîæåñòâî ñïåöèàëüíûõ èíâîëþöèé â W . Äëÿ g ∼= sl(n), ëþáàÿ èíâîëþöèÿ ÿâëÿåòñÿ
ñïåöèàëüíîé.
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