
Ëåêöèÿ 5: Êëåòêè

Ôèêñèðóåì íàáîð äàííûõ g ⊃ b ⊃ h; ýòî çàäà¼ò òàêæå ∆,∆+,∆−,Π, (·, ·), ρ, P+. Íàïîìíèì, ÷òî
âñÿêîìó âåêòîðó λ ∈ h∗ ìû ñîïîñòàâëÿåì ïðîñòîé ìîäóëü L(λ) ñ b-ñòàðøèì âåñîì λ. Ïîëîæèì

I(λ) := AnnU(g)L(λ).

Îòîáðàæåíèå λ −→ I(λ) áü¼ò èç h∗ â PrimU(g). Äàëåå, äëÿ âñÿêîãî λ ∈ P+ îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

φλ : W −→ PrimU(g), φλ(w) = I(w(λ+ ρ)− ρ).

Î÷åâèäíî, ÷òî φλ ýòî îòîáðàæåíèå èç îäíîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà â äðóãîå.

Òåîðåìà 1. Ñëîè φλ íå çàâèñÿò îò âûáîðà λ ∈ P+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåò îáñóæäàòüñÿ íà ñëåäóþùåé ëåêöèè. �

Îïðåäåëåíèå 1. Äëÿ ëþáûõ w1, w2 ∈W ïîëîæèì
• w1 ∼L w2 ⇐⇒ φλ(w1) = φλ(w2).
• w1 ∼R w2 ⇐⇒ φλ(w−11 ) = φλ(w−12 ).
• w1 ∼LR w2 ⇐⇒ ∃n∃w′1, ..., w′2n : w′1 = w1, w

′
n = w2, w

′
1 ∼L w′2 ∼R w′3 ∼L ... ∼L w2n.

Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè∼L íàçûâàþòñÿ ëåâûìè êëåòêàìè ãðóïïû Âåéëÿ;∼R � ïðàâûìè êëåòêàìè

ãðóïïû Âåéëÿ; ∼LR � äâóõñòîðîííèìè êëåòêàìè ãðóïïû Âåéëÿ.

Çàìå÷àíèå 1 (ñì. [BV1, BV2]). Î÷åâèäíî, ÷òî ëåâûå êëåòêè = êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ∼L = ñëîè
φλ. Ó îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ∼R èìååò ñëåäóþùåå àëüòåðíàòèâíîå îïèñàíèå:

w1 ∼R w2 ⇐⇒ à) è á), ãäå

à)∃µ ∈ P+ : L(w1ρ− ρ)− ýòî ïîäôàêòîðL(w2ρ− ρ)⊗ V (µ),

á)∃µ ∈ P+ : L(w2ρ− ρ)− ýòî ïîäôàêòîð L(w1ρ− ρ)⊗ V (µ).

Äâóõñòîðîííèå êëåòêè îòâå÷àþò çà àññîöèèðîâàííûå ìíîãîîáðàçèÿ I(wρ− ρ).

Ëåâûå/ïðàâûå/äâóõñòîðîííèå êëåòêè ñîîòâåòñòâóþò ëåâûì/ïðàâûì/äâóõñòîðîííèì èäåàëàì â ïðà-
âèëüíî ïîäîáðàííîé (ñêîíñòðóèðîâàííîé) àëãåáðå. Ïîñòðîåíèåì ýòîé àëãåáðû ìû ñåé÷àñ è çàéì¼ìñÿ.

1.1. Àëãåáðà Ãåêêå H(W ). Â ýòîé ïîäñåêöèè ìû îïðåäåëèì àëãåáðó Ãåêêå H(W ); áîëåå äåòàëüíî ýòà
òåìà ðàçáèðàåòñÿ â [BW]. Îáùàÿ ìûñëü â òîì, ÷òî àëãåáðà Ãåêêå H(W ) � ýòî äåôîðìàöèÿ ãðóïïî-
âîé àëãåáðû C[W ]. Íàïîìíþ, ÷òî ãðóïïà W ïîðîæäåíà ýëåìåíòàìè sα, α ∈ Π. Íà ýòè ýëåìåíòû åñòü
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ.

(1) s2α = 1∀α ∈ Π, (sαsβ)mαβ∀α, β ∈ Π,

ãäå mαβ � ýòî íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî
mαβ∠(α,β)

π ∈ Z≥1; ∠(α, β) îáîçíà÷àåò óãîë ìåæäó
α è β. Ãðóïïà Âåéëÿ ïîðîæäåíà ýëåìåíòàìè sα, α ∈ Π, ïî ìîäóëþ ñîîòíîøåíèé (1). Ïåðåïèøåì ýòè
ñîîòíîøåíèÿ òàê:

(2)
s2α = 1∀α ∈ Π,

sαsβsαsβ ...(mαβ îòðàæåíèé) = sβsαsβsα...(mαβ îòðàæåíèé)∀α, β ∈ Π,

Àëãåáðà H(W ) îïðåäåëåíà íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì Z[v, v−1] êàê ñâîáîäíàÿ àëãåáðà, ïîðîæä¼ííàÿ
ýëåìåíòàìè Tw, w ∈W , è ñîîòíîøåíèÿìè

(3)
T 2
α = (v−2 − 1)Tα + v−2∀α ∈ Π,

TαTβTαTβ ...(mαβ îòðàæåíèé) = TβTαTβTα...(mαβ îòðàæåíèé)∀α, β ∈ Π.

Ìîæíî ïîíèìàòü q, êàê ïàðàìåòð äåôîðìàöèè, êîòîðîìó ìîæíî ïðèñâàèâàòü òå èëè èíûå (íåíóëåâûå)
çíà÷åíèÿ.
Äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω = sα1

, ..., sαt(αi ∈ Π) ïîëîæèì Tω := Tα1
...Tαt .

Îïðåäåëåíèå 2. Äëÿ âñÿêîãî w ∈W îáîçíà÷èì ÷åðåç l(w) ìèíèìàëüíóþ äëèíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ω ñî ñâîéñòâîì w = sα1

...sαt . Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω äëèíû
l(w) íàçîâ¼ì ïðèâåä¼ííûìè èëè ïðèâåä¼ííûìè ðàçëîæåíèÿìè w.

Ñâîéñòâî 1. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ âñåì ïðèâåä¼ííûì ðàçëîæåíèÿì ω ýëåìåíòà w ñîîòâåòñòâóåò îäèí
è òîò æå ýëåìåíò Tω; ìû îáîçíà÷èì ýòîò ýëåìåíò Tw. Àëãåáðà H(W ) ñâîáîäíî ïîðîæäåíà ýëåìåíòàìè
Tw, w ∈W, êàê ìîäóëü íàä êîëüöîì Z[v, v−1].
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1.2. Áàçèñ Êàæäàíà-Ëþñòèãà â Àëãåáðå Ãåêêå H(W ). Çàäàäèì íà àëãåáðå H(W ) èíâîëþöèþ σ
ôîðìóëàìè:

σ(Tα) = T−1α , σ(v) = v−1.

Çàìåòèì, ÷òî èç (3) ñëåäóåò, ÷òî

T−1α = v2Tα + (v2 − 1).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî σ(vTα + v) = vTα + v. Ïîëîæèì

Hw := vl(w)Tw∀w ∈W, Hsα
:= vTα + v.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííûé Z[v, v−1]-áàçèñ {Hw}w∈W àëãåáðû H(W ), äëÿ êîòîðîãî
• σ(Hw) = Hw∀w ∈W,
• Hw = Hw +

∑
x<w

hx,wHx,

ãäå
• x ∈W,w < x ⇐⇒ l(x) = l(w) + l(x−1w) è x 6= w,
• hx,w ∈ vZ[v].

Ñâîéñòâî 2. Âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ hx,w íåîòðèöàòåëüíû è ëþáîé ìíîãî÷ëåí h ∈ vZ≥0[v]
ðàâåí hx,w äëÿ êàêîãî-òî n ≥ 1 è êàêèõ-òî x,w ∈ Sn.

1.3. b-èäåàëû. Íàçîâ¼ì èäåàë I àëãåáðû H(W ) b-èäåàëîì, åñëè ñóùåñòâóåò S ⊂W , äëÿ êîòîðîãî

I = Z[v, v−1]{Hw}w∈S .
Äëÿ êàæäîãî w ∈W îáîçíà÷èì ÷åðåç
• IL(w) íàèìåíüøèé ëåâûé b-èäåàë, ñîäåðæàùèé Hw,
• IR(w) íàèìåíüøèé ïðàâûé b-èäåàë, ñîäåðæàùèé Hw,
• ILR(w) íàèìåíüøèé äâóõñòîðîííèé b-èäåàë, ñîäåðæàùèé Hw.

Òåîðåìà 3 ( [LO, Ñåêöèÿ 6]). 1) w1 ∼L w2 ⇐⇒ IL(w1) = IL(w2),
2) w1 ∼R w2 ⇐⇒ IR(w1) = IL(w2),
3) w1 ∼LR w2 ⇐⇒ ILR(w1) = ILR(w2).

Çàìå÷àíèå 2. Óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 3 ìîæåò áûòü óñèëåíî: êëåòêè îòâå÷àþò çà ñîâïàäåíèå èäåàëîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàì ãðóïïû Âåéëÿ, à ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàê æå âêëþ÷åíèÿ ìåæäó ýòèìè
èäåàëàìè; îíè ñîîòâåòñòâóþò âêëþ÷åíèÿì b-èäåàëîâ.

1.4. Ïðèìåð sl(n). Â ýòîé ïîäñåêöèè áóäåò ðàçîáðàíî êàê óñòðîåíà êëåòî÷íàÿ ñòðóêòóðà äëÿ ãðóïïû
Sn. Êàæäîìó w ∈ Sn ìû ñîïîñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

seq(w) = w(n), w(n− 1), ..., w(1).

Äàëåå, ìû ïðèìåíÿåì àëãîðèòì Ðîáèíñîíà-Øåíñòåäà [RS] ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè seq(w) � â ðåçóëüòà-
òå ïîëó÷àåòñÿ ïàðà ïîëóñòàíäàðòíûõ òàáëèö Þíãà (YL(w), YR(w)) îäèíàêîâîé ôîðìû, çàïîëíåííûõ
÷èñëàìè îò 1 äî n. Çàìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå ýòî îòîáðàæåíèå çàäà¼ò áèåêöèþ ìåæäó ïàðàìè ïî-
ëóñòàíäàðòíûõ òàáëèö îäèíàêîâîé ôîðìû è ýëåìåíòàìè ãðóïïû Sn, çàïîëíåííûõ ÷èñëàìè îò 1 äî
n.

Òåîðåìà 4 ([Jo1]). à) w1 ∼L w2 ⇐⇒ YL(w1) = YL(w2);
á) w1 ∼R w2 ⇐⇒ YR(w2) = YR(w2);
â) w1 ∼LR w2 ⇐⇒ ôîðìû äèàãðàì YL(w1), YR(w1), YL(w2), YL(w2) âñå îäèíàêîâû.

Èç èäóùåé âûøå òåîðåìû ëåãêî âèäåòü, ÷òî
à) ëåâûå/ïðàâûå êëåòêè Sn îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ïîëóñòàíäàðòíûìè òàáëèöàìè Þíãà ñ n êîðîáî÷êà-

ìè, à äâóõñòîðîííèå êëåòêè Sn îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ðàçáèåíèÿìè ÷èñëà n,
á) ïðèìèòèâíûå èäåàëû âèäà IL(wρ−ρ) ìîãóò áûòü îòîæäåñòâëåíû ñ ïîëóñòàíäàðòíûìè òàáëèöàìè

Þíãà ñ n êîðîáî÷êàìè, çàïîëíåííûìè ÷èñëàìè îò 1 äî n.

Çàìå÷àíèå 3. Òàáëèöû YL(w) è YR(w) ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ìåñòàìè è ýòî ñîîòâåòñòâóåò îòîáðàæåíèþ
w −→ w−1. Ìíîæåñòâî w, äëÿ êîòîðûõ ýòà ïåðåñòàíîâêà òîæäåñòâåííà, ò.å. äëÿ êîòîðûõ YL(w) ïåðåõîäèò
â YR(w), ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì èíâîëþöèé ãðóïïû Sn. Îòñþäà ñëåäóåò ÷òî îòîáðàæåíèå

{ èíâîëþöèè ãðóïïû Sn } −→ {
ïðèìèòèâíûå èäåàëû

âèäà I(wρ− ρ)
}, w −→ I(wρ− ρ),



ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Àíàëîãè÷íîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé äëÿ ëþáîé ïîëóïðîñòîé àëãåá-
ðû è ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ïðè îãðàíè÷åíèè íà ìíîæåñòâî ñïåöèàëüíûõ èíâîëþöèé. Â ãðóïïå Sn âñå
èíâîëþöèè � ñïåöèàëüíû.

Çàìå÷àíèå 4. Åñëè w1 ∼R w2, òî àññîöèèðîâàííûå ìíîãîîáðàçèÿ ìîäóëåé L(w1ρ − ρ) è L(w2ρ − ρ)
ñîâïàäàþò è ñîäåðæàò B(n ∩ w−1nw) â êà÷åñòâå íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòû (ýòî îðáèòàëüíîå ìíîãî-
îáðàçèå çàäà¼òñÿ äèàãðàììîé YR(w) äëÿ g ∼= sl(n)). Ýòî ìîæåò îáúÿñíèòü ìîþ òî÷êó çðåíèÿ î òîì,
÷òî

{
êîìáèíàòîðèêà
îðáèòàëüíûõ
ìíîãîîáðàçèé

}= 1
2{

êîìáèíàòîðèêè
êàòåãîðèè O }.

Ïðèìåð 1. Ðàçáîð âñåãî ïðî êëåòêè äëÿ sl(3) ñ óêàçàíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàðøèõ âåñîâ áûë íà
ëåêöèè, íî ïðÿìî ñåé÷àñ ðèñîâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ êàðòèíêó ìíå âëîì.
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