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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. çÏÍÏÌÏÇÉÉ ÇÒÁÆÏ×.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÅÍ
ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔÒÅÚËÏ× ÐÏ ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÀ ÉÈ ËÏÎÃÏ×. óËÌÅÉ×ÁÅÍÙÅ ÏÔ-
ÒÅÚËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÅÂÒÁÍÉ ÇÒÁÆÁ, Á ÏÂÒÁÚÙ ÉÈ ËÏÎÃÏ× ÐÒÉ ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÉ | ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ.

ðÕÓÔØ � | ÇÒÁÆ (ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÐÕÓËÁÔØ ÓÌÏ×Ï \ËÏÎÅÞÎÙÊ", Ô.Ë. ÄÒÕÇÉÈ ÇÒÁÆÏ× ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ). úÁÆÉË-
ÓÉÒÕÅÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ K | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, K = Z, ÉÌÉ K = k | ÐÏÌÅ, ÉÌÉ
K = k[H] | ÇÒÕÐÐÏ×ÏÅ ËÏÌØÃÏ ÇÒÕÐÐÙ H Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × ÐÏÌÅ k. óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÇÒÁÆÕ � Ä×Á K-ÍÏÄÕÌÑ
(ÐÒÉ K = Z | Ä×Å ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐÙ, ÅÓÌÉ ÖÅ K | ÐÏÌÅ, ÔÏ Ä×Á ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á; ÅÓÌÉ K = k[H], ÔÏ
Ä×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ H ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, É Ô.Ð.), M�

0 É M�
1 , É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ @� : M�

1 → M�
0 ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ.

çÒÕÐÐÁ M0 (ÏÐÕÓÔÉÍ ÉÎÄÅËÓ �) | Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ K-ÍÏÄÕÌØ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÇÒÁÆÁ, M1 | ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ,
ÒÅÂÒÁÍÉ. üÌÅÍÅÎÔÙ Mi ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ i-ÃÅÐÑÍÉ (i = 0; 1).

þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ @, ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ e: ÐÕÓÔØ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÏ | ×ÅÒÛÉÎÁ a, Á ËÏÎÅÃ
| ×ÅÒÛÉÎÁ b (ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ b = a). ôÏÇÄÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÌÏÖÉÍ @(e) = b − a ∈ M0; ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÄÕÌØ M1
| Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ, ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ @ : M1 → M0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ:
H1(�;K) def= Ker @ (K-ÍÏÄÕÌØ ÐÅÒ×ÙÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÇÒÁÆÁ), B def= @(M1) ⊂ M0 (ÍÏÄÕÌØ 0-ÇÒÁÎÉÃ) É H0(�;K) =
M0=B def= Coker @ (K-ÍÏÄÕÌØ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÇÒÁÆÁ). åÓÌÉ K = Z, ÔÏ ÍÏÄÕÌÉ (ÃÅÐÅÊ, ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ É Ô.Ð.) ÜÔÏ
ÁÂÅÌÅ×Ù ÇÒÕÐÐÙ; ÅÓÌÉ K = k | ÐÏÌÅ, ÔÏ ÜÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÅÓÌÉ K = k[H] | ÇÒÕÐÐÏ×ÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ
ÇÒÕÐÐÙ H, ÔÏ ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ H ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k.

ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÏÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ ÅÇÏ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ. ôÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÐÕÓÔØ @ :
M1 → M0 É @′ : M1 → M0 | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ Ä×ÕÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑÍ ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ.
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÅÊ " : M1 →M1 ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÒÅÂÒÅ e ÔÁË: "(e) = e, ÅÓÌÉ ÒÅÂÒÏ e × ÏÂÏÉÈ
ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÏ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï, É "(e) = −e, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÏ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï @′" = @. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ " ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ H1 ÎÁ H ′
1

def=
Ker(@′). ðÒÉ ÜÔÏÍ B = B′ def= @′(M1), É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ H0 = H ′

0
def= M0=B′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. 0-ÃÅÐØ ∑
u∈� xuu ∈M0(�) (ÇÄÅ xu ∈ K, u | ×ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 0-ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-

ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÌÉÎÅÊÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ �i ⊂ � ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ∑
u∈�i xu = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ e | ÒÅÂÒÏ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÅ ×ÅÒÛÉÎÙ a É b, ÔÏ ÜÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏ-
ÎÅÎÔÅ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, @e = b−a | 0-ÃÅÐØ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ. ìÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ B
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÔÁËÉÈ ÃÅÐÅÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × K É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÖÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ
ÕÓÌÏ×ÉÀ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ w = ∑
u∈� xuu ∈M0(�) | 0-ÃÅÐØ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÀ. ðÕÓÔØ �i, i = 1; : : : ; s | ËÏÍ-

ÐÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ �, ÔÏÇÄÁ w = ∑s
i=1 wi, ÇÄÅ wi = ∑

u∈�i xuu, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÁÑ wi ÔÏÖÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ
ÕÓÌÏ×ÉÀ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ wi | ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÇÒÁÆ
� Ó×ÑÚÅÎ.

ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ n = #{u ∈ � | xu 6= 0} ×ÅÒÛÉÎ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÓÕÍÍÕ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ. åÓÌÉ n ≤ 1, ÔÏ n = 0, ÔÏ ÅÓÔØ w = 0 É ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÄÌÑ ÃÅÐÅÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ
ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ n ×ÅÒÛÉÎ, ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ÷ÙÄÅÌÉÍ ×ÅÒÛÉÎÙ u1; u2 ∈ � ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ xu1 ; xu2 6= 0. ðÏÓËÏÌØËÕ
� Ó×ÑÚÅÎ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ u1 É u2, Ô.Å. ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÅÂÅÒ e1; : : : ; em ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ei
ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ×ÅÒÛÉÎÙ vi É vi+1, i = 1; : : : ;m, ÐÒÉÞÅÍ v1

def= u1 É vm+1
def= u2. ôÏÇÄÁ w = w′ + xu1(u1 − u2), ÇÄÅ

w′ = ∑
u 6=u1;u2

xuu+ (xu2 + xu1)u2. ãÅÐØ w′, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (ÓÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÔÁ ÖÅ,
ÞÔÏ Õ w) É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n− 1 ×ÅÒÛÉÎ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, É ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ
w′ = @r ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ 1-ÃÅÐÉ r ∈ M1(�). ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ u2 − u1 = @(e1 + · · · + em), ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
w = @(r + xu1(e1 + · · ·+ em)) ∈ B, É ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. H0(M(�)) = Kc, ÇÄÅ c | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ �. åÓÌÉ ui |
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ �i, ÔÏ 0-ÃÅÐÉ �ui

def= ui, i = 1; : : : ; s, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ×
H0(�;K).
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ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ �′ | ÇÒÁÆ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ � ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÎÏ×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ a × ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÒÅÂÒÁ e, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ
×ÅÒÛÉÎÙ b É c (b = c ÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÅÔÓÑ); ÎÏ×ÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÉÍÅÅÔ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ g0 : M0(�) →
M0(�′), h0 : M0(�′) →M0(�), g1 : M1(�) →M1(�′), h1 : M1(�′) →M1(�), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

• g0(v) = v ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÇÒÁÆÁ � (ÏÎÁ ÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÇÒÁÆÁ �′).
• h0(v) = v ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v 6= a ÇÒÁÆÁ �′ (ÏÎÁ ÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÇÒÁÆÁ �); h0(a) = b.
• g1(p) = p ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÒÅÂÒÁ p 6= e ÇÒÁÆÁ �; g1(e) = e′ + e′′, ÇÄÅ e′; e′′ | ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ �′, ÐÒÉÍÙËÁÀÝÉÅ

Ë ×ÅÒÛÉÎÅ a (e′ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ b É a, Á e′′ | a É c).
• h1(p) = p ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÒÅÂÒÁ p 6= e ÇÒÁÆÁ � (ÏÎÏ ÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ÒÅÂÒÏÍ ÇÒÁÆÁ �); h1(e′) = 0 É h1(e′′) = e.

ìÅÍÍÁ 1. 1) äÉÁÇÒÁÍÍÙ
M1(�) @�−→ M0(�)
↓ g1 ↓ g0

M1(�′) @�′−→ M0(�′)
É

M1(�) @�−→ M0(�)
↑ h1 ↑ h0

M1(�′) @�′−→ M0(�′)
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ.

2) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g0 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ B(�) × B(�′), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h0 | × ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (g0)∗ : H0(�) = M0(�)=B(�) → M0(�′)=B(�′) = H0(�′) É (h0)∗ : H0(�′) →
H0(�). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g1 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ H1(�) × H1(�′), Á h1 | × ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ; ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ
H1(�), H1(�′) ÂÕÄÕÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ (g1)∗ É (h1)∗.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ðÁÒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ u0 : M0(�) → M0(�′) É u1 : M1(�) → M1(�′), ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ, ÂÕÄÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÁÆÏ×; ËÁË ÎÅÔÒÕÄ-
ÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÕÎËÔÁ 2 ÌÅÍÍÙ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ
ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ (ui)∗ : Hi(�) → Hi(�′), i = 0; 1.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (g0)∗ É (h0)∗, Á ÔÁËÖÅ (g1)∗ É (h1)∗ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ (g∗)0 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÂÁÚÉÓ × H0(�) × \ÏÄÎÏÉÍÅÎÎÙÊ" ÂÁÚÉÓ ×
H0(�′) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ôÅÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ (h∗)0, ÅÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÎÏÊ
ÃÅÐÉ × ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ a, ×ÙÂÒÁÔØ ÃÅÐØ u, ÇÄÅ u 6= a.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ W = ∑
p 6=e ypp+ ye ∈ Ker(@�) = H1(�); ÔÏÇÄÁ g1(W ) = ∑

p6=e ypp+ y(e′ + e′′) ∈M1(�′) ÌÅÖÉÔ
× ÑÄÒÅ @�′ ; ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, (h1 ◦ g1)(W ) = W . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ Z = ∑

p 6=e′;e′′ ypp+ z1e′ + z2e′′ ∈
Ker(@�′), ÔÏ 0 = @′(Z) = ∑

u 6=a xuu + (z1 − z2)a ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ xu ∈ K, ÏÔËÕÄÁ z1 = z2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
h1(Z) = ∑

p 6=e ypp + z1e ∈ M1(�) ÌÅÖÉÔ × ÑÄÒÅ @�; ÉÍÅÅÍ (g1 ◦ h1)(Z) = Z. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (g1)∗ :
H1(�) → H1(�′) É (h1)∗ : H1(�′) → H1(�) ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. ¤

ðÕÓÔØ F : �1 → �2 | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÏ×, ÐÕÓÔØ �′2 | ÇÒÁÆ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ �2 ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ
×ÅÒÛÉÎ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ F (a), ÇÄÅ a | ×ÅÒÛÉÎÁ �1. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (hi)∗ : Hi(�′2) → Hi(�2), i = 0; 1; ÐÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �2 = �′2 | ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÞÔÏ
F ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ×ÅÒÛÉÎÙ × ×ÅÒÛÉÎÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÒÆÉÚÍÙ K-ÍÏÄÕÌÅÊ Fi : Mi(�1) → Mi(�2), i = 0; 1. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ a
ÇÒÁÆÁ �1 ÐÏÌÏÖÉÍ F0(�a) = �F (a) (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �a = a ∈ H0(�) | ÏÂÒÁÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈M0 ÐÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ
M0 7→M0=B); ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÄÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ K-ÍÏÄÕÌÅÊ F0.

ðÏÓËÏÌØËÕ M1 | Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ K-ÍÏÄÕÌØ (ÐÒÉ K = Z | Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕÐÐÁ), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÒÅÂÒÁÍÉ
ÇÒÁÆÁ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÅÊ F1 : M1(�1) → M1(�2) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ F1(∑e uee) = ∑

e;f xefuef , ÇÄÅ e
ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ �1, Á f | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ �2. þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ xef ∈
K, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �1[e1] ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅÍ × ÇÒÁÆÅ �1 ×ÓÅÈ ÒÅÂÅÒ, ËÒÏÍÅ
e1; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �2[e2]. üÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ a1 (ÓÏÏÔ×.,
a2), × ËÏÔÏÒÕÀ ÓÔÑÎÕÔÙ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÇÒÁÆÁ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÒÅÂÒÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
F [e1; e2] : �1[e1] → �2[e2] ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

F [e1; e2](x) =
{
F (x); x ∈ e1; F (x) ∈ e2;
a2 × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.

úÄÅÓØ ÐÏÄ e1 (ÓÏÏÔ×., e2) ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ ËÁË ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �1, ÔÁË É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �1[e1] \ {a1} (ÓÏÏÔ×., �2 É
�2[e2]\{a2}). ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, F [e1; e2] ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ É ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ a1 × a2; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ
ÓÏÂÏÊ ÐÅÔÌÀ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �2[e2] Ó ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ × ÔÏÞËÅ a2. ëÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ � ÜÔÏÊ ÐÅÔÌÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
�1(�2[e2]; a2) = Z; ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ xef = � · 1, ÇÄÅ 1 ∈ K | ÅÄÉÎÉÃÁ ËÏÌØÃÁ K.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. 1) ðÁÒÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÍÏÄÕÌÅÊ (F0; F1) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÁÆÏ×.
2) åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F : �1 → �2 É F ′ : �1 → �2 ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, ÔÏ (F0)∗ = (F ′0)∗ É (F1)∗ = (F ′1)∗.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. åÓÌÉ F : �1 → �2 | ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (F0)∗ É (F1)∗
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ (ËÁË K-ÍÏÄÕÌÅÊ).



óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3 (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2). åÓÌÉ ÇÒÁÆ � ÓÏÄÅÒÖÉÔ n ×ÅÒÛÉÎ, m ÒÅÂÅÒ É c ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, ÔÏ
H1(�) = Km−n+c (Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ K-ÍÏÄÕÌØ ÒÁÎÇÁ m− n+ c).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÒÅÂÒÏ e ÇÒÁÆÁ �1 Ó ËÏÎÃÁÍÉ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ a É b, É ÐÕÓÔØ F1(e) =∑
f xff , ÇÄÅ f ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ �2. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ @2F1 = F0@1, ÇÄÅ

@i : M1(�i) → M0(�i) | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, i = 1; 2. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ë ÒÅÂÒÕ e, ÐÏÌÕÞÉÍ ×
ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ 0-ÃÅÐØ F (b)−F (a) ∈M0(�2). ðÕÓÔØ c | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ �2, É f1; : : : ; fm | ÒÅÂÒÁ,
ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÜÔÕ ×ÅÒÛÉÎÕ; ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÅÍ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1), ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ Ë
×ÅÒÛÉÎÅ c. ôÏÇÄÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ

m∑

i=1
yi =





1; c = F (b); c 6= F (a);
−1; c = F (a); c 6= F (b);
0 × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ F (a) = F (b));

ÇÄÅ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ yi def= xefi , i = 1; : : : ;m.
ðÕÓÔØ ×ÎÁÞÁÌÅ c 6= F (a); F (b). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �2[f1; : : : ; fm] ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅÍ × ÔÏÞËÕ d

×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÇÒÁÆÁ �2, ËÒÏÍÅ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ f1; : : : ; fm. üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÒÁÆ
Ó Ä×ÕÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ (c É d) É ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÍÉ ÉÈ m ÒÅÂÒÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÏÖÅ ÎÁÚ×ÁÔØ f1; : : : ; fm;
ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÁËÖÅ pi : �2[f1; : : : ; fm] → �2[fi] ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ (ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÑ), ÚÄÅÓØ
i = 1; : : : ;m. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F [e; f1; : : : ; fm] : �1[e] → �2[f1; : : : ; fm], ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

F [e; f1; : : : ; fm](x) =
{
F (x); x ∈ e; F (x) ∈ f1 ∪ · · · ∪ fm;
d × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ;

ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ, ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ a1 × d (ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÅÔÌÀ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �2[f1; : : : ; fm] Ó ÎÁÞÁÌÏÍ
É ËÏÎÃÏÍ × ÔÏÞËÅ d) É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ pi ◦ F [e; f1; : : : ; fm] = F [e; fi] ÐÒÉ ×ÓÅÈ i = 1; : : : ;m.
åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÚÁÍÅÎÉÔØ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍ ÅÍÕ, ÐÒÉÞÅÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ Ft : �1 → �2, 0 ≤ t ≤ 1, ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÁ ÎÁ
×ÅÒÛÉÎÁÈ ÇÒÁÆÁ �1, ÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ F0 É F1 ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ
ÔÅÏÒÅÍÙ ÜÔÏ ÎÅ ÐÏ×ÌÉÑÅÔ.
ìÅÍÍÁ . ìÀÂÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G0 : �1[e] → �2[f1; : : : ; fm], ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ a1 × d, ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ G1, × ËÏÔÏÒÏÍ ÒÅÂÒÏ e ÒÁÚÂÉÔÏ ÎÁ N ÒÁ×ÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× [uj ; uj+1], ÐÒÉÞÅÍ G1(uj) = d É
G1((uj + uj+1)=2) = c ÄÌÑ ×ÓÅÈ j, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ j ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ `j = 1; : : : ;m ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ G1(t) ÌÉÎÅÊÎÏ
ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÌÅ×ÕÀ ÐÏÌÏ×ÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ [uj ; uj+1] (Ô.Å. ÏÔÒÅÚÏË [uj ; (uj + uj+1)=2]) × ÒÅÂÒÏ f`j , Á ÐÒÁ×ÕÀ ÐÏ-
ÌÏ×ÉÎÕ | × ÒÅÂÒÏ f1 (ÎÁÚÏ×ÅÍ ÜÔÏ ÓÌÕÞÁÊ A), ÌÉÂÏ ÎÁÏÂÏÒÏÔ (ÜÔÏ ÓÌÕÞÁÊ B). çÏÍÏÔÏÐÉÑ Gt ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
×ÙÂÒÁÎÁ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ × ÔÏÞËÅ a1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ, ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙ-
ÔÉÅ ÎÁÄ ÇÒÁÆÏÍ �2[f1; : : : ; fm]; ÏÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï, ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏ-
ËÒÁÛÅÎÁ × ÏÄÉÎ ÉÚ Ä×ÕÈ Ã×ÅÔÏ× (c ÉÌÉ d) É × ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ m ÒÅÂÅÒ, ÐÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÞÉÓÌÁÍÉ
ÏÔ 1 ÄÏ m. òÅÛÅÎÉÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ × ÔÁËÏÊ ÇÒÁÆ ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ (ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÎÁ ÐÒÏÏÂÒÁÚÅ
ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÒÅÂÅÒ).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ G0 = F [e; f1; : : : ; fm] É ÐÕÓÔØ Gt | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÉÚ ÌÅÍÍÙ; ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Qt def= pi ◦ Gt |
ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �1[e] → �2[fi], ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ Q0 = F [e; fi]. ôÏÇÄÁ yi = yi(Q1) ÐÒÉ i = 2; : : : ;m ÒÁ×ÎÏ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÏÔÒÅÚËÏ× (ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Q1), × ËÏÔÏÒÙÈ `j = i É ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÕÞÁÊ A, ÍÉÎÕÓ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÏÔÒÅÚËÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ `j = i É ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÕÞÁÊ B. þÉÓÌÏ y1 ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÇÄÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
ÓÌÕÞÁÊ B, ÍÉÎÕÓ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÒÅÚËÏ×, ÇÄÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÕÞÁÊ A (×ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ `j). ïÔÓÀÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ
×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï y1 + · · ·+ ym = 0.

ðÏÄÒÏÂÎÏÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÅ×, ËÏÇÄÁ c = F (a) ÉÌÉ c = F (b) ÐÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ; ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÏÔ-
ÌÉÞÉÅ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �2[f1; : : : ; fm] × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅ ÇÒÁÆ Ó
Ä×ÕÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, Á ÂÕËÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ (Ô.Å. ÇÒÁÆ Ó ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ | ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ c É d ÓËÌÅÉ×Á-
ÀÔÓÑ).

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏËÁÚÁÎÏ.
ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2 ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ Ft ÏÂÒÁÚÙ ×ÅÒÛÉÎ

ÇÒÁÆÁ �1 ÎÅ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÇÒÁÆÁ �2. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ
×ÅÒÛÉÎÙ a ÇÒÁÆÁ �1 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Xa ⊂ [0; 1] ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï t ∈ [0; 1] ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ F (a) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÏÊ
ÇÒÁÆÁ �2. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ a1; : : : ; am ×ÅÒÛÉÎ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Xa1;:::;am = ⋂m

i=1Xai ∩
⋂
a 6=a1;:::;am int(Xa);

ÚÄÅÓØ ÞÅÒÔÁ Ó×ÅÒÈÕ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ, Á int | ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï Xa1;:::;am ⊂
[0; 1] ÏÔËÒÙÔÏ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ((Ft)i)∗, i = 0; 1,
ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ, ËÏÇÄÁ t ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ [p; q] ÌÀÂÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (p; q).



ðÒÉ t ∈ (p; q) ÔÏÞËÉ Ft(a1); : : : ; Ft(am) ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÇÒÁÆÁ �2, Á ÔÏÞËÉ Ft(a) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ
×ÅÒÛÉÎÙ a 6= a1; : : : ; am | Ñ×ÌÑÀÔÓÑ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ Fp(aj) É Fq(aj) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ
j = 1; : : : ;m. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ, ÞÔÏ Fp(aj) def= c | ×ÅÒÛÉÎÁ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ j = 1 (ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ), Á ÐÒÉ t ∈ (p; q) ÔÏÞËÁ Ft(a1) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÒÅÂÒÅ (cd). ðÕÓÔØ �′2 | ÇÒÁÆ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ
ÉÚ �2 ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ×ÅÒÛÉÎÙ F (a1) ∈ (cd), É ÐÕÓÔØ (h0; h1) | ÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÁÆÁ �′2 × ÇÒÁÆ �2, ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ
ÐÅÒÅÄ ÌÅÍÍÏÊ 1 É ÚÁÄÁÀÝÉÊ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ × ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ. éÚ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ h0; h1
(ÇÄÅ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ (c; Ft(a1)) | ÒÅÂÒÏ e′, Á (Ft(a1); d) | ÒÅÂÒÏ e′′) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ hi ◦ (Ft)i :
Mi(�1) → Mi(�2), i = 0; 1, ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ÐÒÉ t ∈ [p; q) | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ÔÁËÉÈ t
É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (hi ◦ (Ft)i)∗ = (hi)∗ ◦ ((Ft)i)∗, i = 0; 1. ðÏÓËÏÌØËÕ (hi)∗ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍÉ
ÏÓÔÁÀÔÓÑ É ÓÁÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ((Ft)i)∗, i = 0; 1, t ∈ [p; q). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÉ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÐÒÉ t ∈ (p; q] É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ t ∈ [p; q].

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ¤
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 3. åÓÌÉ e | ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ �, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÅÔÌÅÊ, ÔÏ ÇÒÁÆ �=e (ÓÏ ÓÔÑÎÕÔÙÍ
ÒÅÂÒÏÍ �) ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ � (ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 1 ÓÅÍÅÓÔÒÁ) É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÁ ÏÄÎÏ
ÒÅÂÒÏ É ÎÁ ÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉÎÕ ÍÅÎØÛÅ; ÞÉÓÌÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÕÖÎÏÅ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÇÒÁÆ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÍÕ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÀ c
ÇÒÁÆÏ× �1; : : : ;�c, ÇÄÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÇÒÁÆ �i ÓÏÄÅÒÖÉÔ 1 ×ÅÒÛÉÎÕ É mi−ni+1 ÒÅÂÅÒ, ÇÄÅ mi; ni | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÒÅÂÅÒ É ×ÅÒÛÉÎ × i-Ê Ó×ÑÚÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ �. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÁÖÄÙÊ ÇÒÁÆ �i | ÂÕËÅÔ
mi − ni + 1 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÏÔËÕÄÁ H1(�) = ⊕c

i=1H1(�i) = K
Pc
i=1(mi−ni+1) = Km−n+c. ¤


