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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. óÔÁÒÛÉÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (Ï ×ÙÒÅÚÁÎÉÉ). ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, A ⊂ X ÏÔËÒÙÔÏ, Á B ⊂ A ÚÁÍËÎÕ-
ÔÏ. ðÕÓÔØ � : A → X | ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ (ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ a ∈ A ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÎÁ ÓÁÍÁ, ÎÏ
ÕÖÅ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ X). ôÏÇÄÁ �∗ : Hn(X \B;A \B) → Hn(X;A) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÉ ×ÓÅÈ n.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏËÒÙÔÉÅ X Ä×ÕÍÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ: U1 = A, U2 = X \ B, É ÐÕÓÔØ
CU (X) ⊂ C(X) | ÐÏÄËÏÍÐÌÅËÓ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ X, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÃÅÐÅÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ
ÓÉÍÐÌÅËÓÁÍÉ, ÏÂÒÁÚÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ ÌÉÂÏ × U1, ÌÉÂÏ × U2. çÏÍÏÌÏÇÉÉ ÆÁËÔÏÒ-ËÏÍÐÌÅËÓÁ CU (X)=C(A) ÉÚÏ-
ÍÏÒÆÎÙ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍ ËÏÍÐÌÅËÓÁ C(X)=C(A) | ÜÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ \ÌÅÍÍÙ ÏÂ ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÉ" (ÔÅÏÒÅÍÁ
1 ÌÅËÃÉÉ 3{4), ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÏÍÐÌÅËÓ CU (X)=ó(A) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ C(X \B)=C(A\B)
| ÏÂÁ ÐÏÒÏÖÄÅÎÙ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÓÉÍÐÌÅËÓÁÍÉ, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÉÔ × X \B, ÎÏ ÎÅ ÌÅÖÉÔ × A. ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÕÓÔØ M | ÇÌÁÄËÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, a ∈M . ôÏÇÄÁ Hn(M;M \ {a}) = Z.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ M | n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂M , a ∈
U , ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÅ Rn. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ×ÙÒÅÚÁÎÉÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ A = M \{a}, B = M \U , ÐÏÌÕÞÉÍ Hn(M;M \{a}) =
Hn(U;U \{a}) = Hn(Rn;Rn \{0}). òÁ×ÅÎÓÔ×Ï Hn(Rn;Rn \{0}) = Z ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ÐÁÒÙ; ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ¤

ïÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÇÒÕÐÐÙ Hn(M;M \ {a}) (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ, ÉÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×Å) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÏÒÉ-
ÅÎÔÁÃÉÅÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M × ÔÏÞËÅ a. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ M̃ = {(a; �) | a ∈M;� | ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ × ÔÏÞËÅ a}.
äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ A ⊂M , a ∈ A, ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ �a;A : M \A→M \{a} ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ
ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ (�a;A)∗ : Hn(M;M \A) → Hn(M;M \ {a}).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ U ⊂ M ÏÔËÒÙÔÏ É ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ Rn, É a ∈ M . ôÏÇÄÁ ×ÌÏÖÅÎÉÅ �a;U | ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, ÏÔËÕÄÁ (�a;U )∗ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÕÓÔØ � ∈ Hn(M;M \ U) = Z | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ
RU;� = {(a; (�a;U )∗(�)) | a ∈ U} ⊂ M̃ .

ôÅÏÒÅÍÁ 2. íÎÏÖÅÓÔ×Á RU;� ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ × M̃ . ÷ ÜÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : M̃ →
M , ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ �(a; �) = a, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÌÉÓÔÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ. åÓÌÉ U | ËÁÒÔÁ ÎÁ M É
xU : U → Rn | ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ yU

def= xU ◦ � | ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × RU;� ; ÔÏÇÄÁ {(RU;� ; yU )} |
ÁÔÌÁÓ ÎÁ M̃ .
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ⋃

U;� RU;� = M̃ , ÇÄÅ U ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ ËÁÒÔÙ ÎÁ M , ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÅ Rn, Á �
ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ U ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÏÂÁ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ U1; U2 ⊂ M ÏÔËÒÙÔÙ É ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ Rn, É
(a; �) ∈ RU1;�1 ∩ RU2;�2 . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ U ⊂ U1 ∩ U2, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÅ Rn, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ a ∈ U . ðÕÓÔØ
�1

def= (�a;U1)−1
∗ (�), �2

def= (�a;U2)−1
∗ (�). ðÏÓËÏÌØËÕ �a;U �U;U1 = �a;U1 , ÐÏÌÕÞÉÍ � = (�a;U )∗(�U;U1)∗�1 É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,

� = (�a;U )∗(�U;U2)∗�2. ðÏÓËÏÌØËÕ (�a;U )∗ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÏÌÕÞÉÍ (�U;U1)∗�1 = (�U;U2)∗�2
def= �. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ-

ÚÏÍ, (a; �) ∈ RU;� , ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ (ÐÏÞÅÍÕ?), ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á RU;� ÐÒÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ U É � ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÕ
ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ M̃ .

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ, ÞÔÏ � | ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á RU;� Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ U , ÎÏ
ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ � (ÉÈ Ä×Á) ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : RU;� → U | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ: ÅÓÌÉ a ∈ V ⊂ U , ÇÄÅ V
ÏÔËÒÙÔÏ, ÔÏ (a; (�a;U )∗�) ∈ RV;(�V U )∗� ⊂ RU;� ; ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï RV;(�V U )∗� ÏÔËÒÙÔÏ, ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, � | ÎÁËÒÙÔÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ | (ÌÅÇËÏÅ) ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 3. îÁËÒÙÔÉÅ M̃ → M ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁ M ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ-
×ÁÎÎÙÊ ÁÔÌÁÓ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÎÁ M ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÁÔÌÁÓ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ-
ÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÅÇÏ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (U; xU ) ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ V def= xU (U) ⊂ Rn | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ. ðÕÓÔØ
% ∈ Hn−1(Sn−1), ÇÄÅ Sn−1 | ÇÒÁÎÉÃÁ ÛÁÒÁ V | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ
ÛÁÒÁ × Rn, É ÐÕÓÔØ %p ∈ Hn(V; V \ {p}) | ÏÂÒÁÚ % ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ Hn−1(Sn−1) → Hn(V; V \ {p}); ÚÄÅÓØ
p ∈ V | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ a ∈ U É �U;a = (xU )−1

∗ %xU (a) ∈ Hn(U;U \ {a}) = Hn(M;M \ {a}).
ïÔ ×ÙÂÏÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (U; xU ) ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ �U;a ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ: ÅÓÌÉ (W:xW ) | ÄÒÕÇÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ
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ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ W 3 a, ÔÏ �W;a = (xW )−1
∗ %xW (a) = (xU )−1

∗ ( WU )∗%xW (a), ÇÄÅ  WU | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ det ′WU > 0 ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ( WU )∗%xW (a) = %xU (a). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÍÏÖÅÍ
ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ �a def= �U;a ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ U . ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ËÌÁÓÓÙ %p Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ
ËÌÁÓÓÁ  , ÔÏÞËÁ (a; �a) ∈ M̃ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ a | ÜÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ × M̃ .
ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ ÓÅÞÅÎÉÅ a 7→ (a; �a) ÎÁËÒÙÔÉÑ � : M̃ →M ; ÎÏ Ä×ÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÓÅÞÅÎÉÅ,
ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ � : M̃ →M ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈M ÍÏÖÎÏ
×ÙÂÒÁÔØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ �a ∈ Hn(M;M \{a}) ÔÁË, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÁÒÔÅ U 3 a ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ËÌÁÓÓ � ∈ Hn(M;M \U) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �b = (�b;U )∗� ÄÌÑ ×ÓÅÈ b ∈ U . åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ �a = �U;a, ÇÄÅ �U;a ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ
ËÁË ×ÙÛÅ, ÔÏ ÏÓÔÁ×ÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (U; xU ) ÎÅÉÚÍÅÎÎÏÊ, Á ÅÓÌÉ �a = −�U;a (ÂÏÌØÛÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ÎÅÔ),
ÔÏ ÚÁÍÅÎÉÍ xU ÎÁ ~xU = r1◦xU , ÇÄÅ r1 | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Rn → Rn, ÍÅÎÑÀÝÅÅ ÚÎÁË ÐÅÒ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ
(× ÐÒÉÎÃÉÐÅ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ r1 ÌÀÂÙÍ ÄÒÕÇÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ).
ðÒÉ ÔÁËÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �U;a ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ×ÓÅÈ ÚÁÍÅÎ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ �a = �U;a ÐÒÉ ×ÓÅÈ a
É ×ÓÅÈ U . ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ (ÔÁË ÖÅ ËÁË × ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á), ÞÔÏ  WU%xW (a) = %xU (a) ÄÌÑ ×ÓÅÈ
U , W É a ∈ U ∩W . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, det ′WU > 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÁÔÌÁÓ ÐÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎ ÓÔÁÌ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ. ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ M | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, A ⊂ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ, É � : A → M̃ | ÓÅÞÅÎÉÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÀÝÅÇÏ
ÎÁËÒÙÔÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁ A. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔ 	(�) ∈ Hn(M;M \ A) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ
�(a) = (�a;A)∗	(�) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a ∈ A. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Hk(M;M \A) = 0 ÐÒÉ k > n.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. åÓÌÉ M | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ Hn(M) = Z, É Hk(M) = 0
ÐÒÉ k > n.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1. ðÏÌÏÖÉÍ A = M ; ÔÏÇÄÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Hn(M;∅) =
Hn(M) → Hn(M;M \ {a}) = Z ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ (M;M \ {a}) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉ k > n ÉÍÅÅÍ Hk(M) = Hk(M;∅) = 0. ¤
ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ ÔÅÏÒÅÍÁ 4 ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× P;Q ⊂ M É ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ P ∩Q, ÔÏ ÏÎÁ ×ÅÒÎÁ É ÄÌÑ
P ∪Q.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏËÒÙÔÉÅ M \ (P ∩ Q) Ä×ÕÍÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ U1 = M \ P É U2 =
M \ Q. ôÏÇÄÁ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ËÏÒÏÔËÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× 0 → C(M)=C(M \ (P ∪ Q)) →
C(M)=C(M \ P ) ⊕ C(M)=C(M \ Q) → C(M)=C(M\P;M\Q)(M \ (P ∩ Q)) → 0; ÚÄÅÓØ C(M\P;M\Q)(M \ (P ∩ Q))
| Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÓÉÍÐÌÅËÓÁÍÉ, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÉÔ ÌÉÂÏ × M \ P , ÌÉÂÏ
× M \ Q. ëÁË É ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ íÁÊÅÒÁ{÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ
ÞÌÅÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÙ H(M;M \ (P ∩ Q)). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ âÏËÛÔÅÊÎÁ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ íÁÊÅÒÁ{÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ; ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁËÏÊ
ÆÒÁÇÍÅÎÔ: Hk+1(M;M \(P ∩Q)) → Hk(M;M \(P ∪Q)) → Hk(M;M \P )⊕Hk(M;M \Q) → Hk(M;M \(P ∩Q)).
åÓÌÉ k > n, ÔÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÒÁ×ÎÙ 0 ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ÜÔÏÇÏ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ, ËÒÏÍÅ Hk(M;M \ (P ∪ Q)) | ÉÚ
ÔÏÞÎÏÓÔÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÔÏÖÅ ÒÁ×ÅÎ 0.

ðÕÓÔØ k = n É � | ÓÅÞÅÎÉÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÎÁÄ P ∪Q. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ � Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅÍ É ÎÁÄ P , É ÎÁÄ Q, É ÎÁÄ
P ∩Q. ôÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚ 	(�|P ) ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ Hn(M;M \P ) → Hn(M;M \ {a}) ÅÓÔØ �(a) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ
a ∈ P | × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ P ∩Q. ôÅÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ËÌÁÓÓ 	(�|P∩Q). ðÏÓËÏÌØËÕ
ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÔÁËÏÊ ËÌÁÓÓ × Hn(M;M \ (P ∩ Q)) ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ, ÉÍÅÅÍ (�P∩Q;P )∗	(�|P ) = 	(�|P∩Q);
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ 	(�|Q). ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ 	(�|P ) − 	(�|Q) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÑÄÒÕ ÓÁÍÏÊ ÐÒÁ×ÏÊ
ÓÔÒÅÌËÉ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÒÁÚÕ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÓÐÒÁ×Á. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÌÁÓÓ
� ∈ Hn(M;M \ (P ∪ Q)) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ (�P;P∪Q)∗� = 	(�|P ) É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ Q. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ a ∈ P
ÐÏÌÕÞÉÍ (�a;P∪Q)∗� = (�a;P )∗	(�|P ) = �(a), É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ a ∈ Q. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÌÁÓÓ � ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÎÑÔØ
ÚÁ 	(�) (ÎÁ ×ÓÅÍ P ∪Q). åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÌÅ×ÙÊ ÞÌÅÎ
ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ 0, ÔÁË ÞÔÏ ÎÕÖÎÙÊ ÎÁÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ | ×ÌÏÖÅÎÉÅ. ¤
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ M = Rn, Á A ⊂M | ×ÙÐÕËÌÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÞÅ×ÉÄ-
ÎÁ, Ô.Ë. {a} | ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÊ ÒÅÔÒÁËÔ A, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ (�a;A)∗ : Hn(M;M \A) → Hn(M;M \ {a})
| ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ M = Rn, Á A = A1 ∪ · · · ∪ Am | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÙÐÕËÌÙÈ ËÏÍÐÁËÔÏ×,
ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ m Ó ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ 1.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ M = Rn, Á A ⊂ Rn | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ËÏÍÐÁËÔ. ïÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ; ÐÕÓÔØ B ⊃ A | ÛÁÒ. ðÏÓËÏÌØËÕ
ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÀÝÅÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÄ Rn ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ (ËÁË É ÌÀÂÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ), ÓÅÞÅÎÉÅ � ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ (ÏÄ-
ÎÏÚÎÁÞÎÏ) ÄÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ~� ÎÁ B. îÏ ËÌÁÓÓ 	(~�) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ B ×ÙÐÕËÌÏ | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÌÏÖÉÍ
	(�) def= (�A;B)∗	(~�), ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ: ÐÕÓÔØ z1; z2 ∈ Cn(Rn) | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ
ÃÅÐÉ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ËÌÁÓÓÙ [z1]; [z2] ∈ Hn(Rn;Rn \A), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ (�a;A)∗[z1] = (�a;A)∗[z2] = �(a) ÐÒÉ ×ÓÅÈ
a ∈ A. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, z1; z2 | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ÃÉËÌÙ, Ô.Å. @z1, @z2 ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏ×, ÏÂÒÁÚÙ
ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Ó A. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÉÍÐÌÅËÓÏ× × @z1, @z2 ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÉÈ ÏÂÒÁÚÏ× |



ËÏÍÐÁËÔ L ⊂ Rn\A. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÛÁÒ B�(a) Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × a, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊ L.
÷ ÓÉÌÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ A ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÔÁËÉÈ ÛÁÒÏ×. åÓÌÉ K | ÜÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ,
ÔÏ A ⊂ K ⊂ Rn\L. ôÏÇÄÁ z1; z2 | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ÃÉËÌÙ × (Rn;Rn\K); ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ [z1]K ; [z2]K ∈ Hn(Rn;Rn\K)
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍÙÅ ÉÍÉ ËÌÁÓÓÙ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÀÝÅÅ (ËÁË É ÌÀÂÏÅ) ÎÁËÒÙÔÉÅ Rn ÔÒÉ×É-
ÁÌØÎÏ, ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ � : A → R̃n ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÓÅÞÅÎÉÑ �K ÎÁ K, É ÔÏÇÄÁ
(�a;K)∗[z1]K = (�a;K)∗[z2]K = �K(a) ÄÌÑ ×ÓÅÈ a ∈ K (ÐÏÞÅÍÕ?). ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ K ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ (ÜÔÏ
ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÛÁÒÏ×, Ô.Å. ×ÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ 	(�K) Ó
ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ; ÚÎÁÞÉÔ, [z1]K = 	(�K) = [z2]K . ïÔÓÀÄÁ [z1] = (�A;K)∗[z1]K = (�A;K)∗[z2]K = [z2], É ÔÅÏÒÅÍÁ
ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ A ÐÒÉ k = n. åÓÌÉ k > n, ÔÏ [z]K ∈ Hk(M;M \K) = 0, ÏÔËÕÄÁ [z] = (�A;K)∗[z]K = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ
z | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ ÃÉËÌ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ Hk(M;M \A) = 0, ÔÁË ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ M = Rn
É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ A.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ M | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ëÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ M ÍÏÖÎÏ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ A = A1 ∪ · · · ∪ Am, ÇÄÅ ×ÓÅ Ai | ËÏÍÐÁËÔÙ, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÁÒÔÁ U ⊃ Ai, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁÑ Rn. åÓÌÉ m = 1, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ xU ÐÅÒÅÎÏÓÉÔ ÔÅÏÒÅÍÕ ×
Rn, ÇÄÅ ÏÎÁ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ. åÓÌÉ m > 1, ÔÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ m: ÐÕÓÔØ P = A1 ∪ · · · ∪ Am−1 É Q = Am.
ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ P , Q É P ∩Q; ÔÅÐÅÒØ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ×ÅÒÎÁ
É ÄÌÑ A = P ∪Q. ¤
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1 ÄÌÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × Z=2Z. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÒÉ-
ÅÎÔÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ!


