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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. óÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ × ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ.

ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, K | ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó
ÅÄÉÎÉÃÅÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Cn(X;K) def= Hom(Cn(X;K);K) ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ K, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÉÚ K-
ÍÏÄÕÌÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÃÅÐÅÊ × K. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÃÅÐÑÍÉ; ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÄÕÌØ Cn(X;K) Ó×Ï-
ÂÏÄÎÙÊ, ÌÀÂÁÑ ËÏÃÅÐØ a ∈ Cn(X;K) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ a(f) ÎÁ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÓÉÍ-
ÐÌÅËÓÁÈ f : �n → X. ïÐÅÒÁÔÏÒ �n : Cn(X;K) → Cn+1(X;K) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ
@n+1 : Cn+1(X;K) → Cn(X;K): (�na)(x) def= a(@n+1x) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ n-ËÏÃÅÐÉ a É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ (n+1)-ÃÅÐÉ
x. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, �2 = 0 (ÇÄÅ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, � def= ⊕

n �n), ÞÔÏ ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ C :(X;K) = ⊕
n Cn(X;K)

× ËÏÍÐÌÅËÓ; ÅÇÏ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Hn(C;K) = Ker �n= Im �n−1 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ n-ÍÉ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Á X.

åÓÌÉ f : X → Y | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f# : Cn(Y;K) → Cn(X;K),
Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÃÅÐÅÊ: (f#(a))(x) = a(f#(x)) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÃÅÐÉ
x ∈ Cn(X;K) É ÌÀÂÏÊ ËÏÃÅÐÉ a ∈ Cn(Y;K). ïÞÅ×ÉÄÎÏ (ÐÏÞÅÍÕ?), f# ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ �;
ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ f# Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× É ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ
f∗ : Hn(Y;K) → H∗(X;K). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ H∗(·;K) | ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ-
ÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ K-ÍÏÄÕÌÅÊ. ëÁË É ÄÌÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÅ f∗ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ; ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, Á H∗(·;K) | ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.

ðÕÓÔØ ' ∈ Cn(X;K), u ∈ Cn(X;K); ÔÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔ 〈u; '〉 ∈ K; ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Cn(X;K),
ÔÁË ÚÁÄÁÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Cn(X;K) ⊗ Cn(X;K) → K. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ ' | ÃÉËÌ (@' = 0), ÔÏ
〈�u; '〉 = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ u, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ u | ËÏÃÉËÌ, ÔÏ 〈u; @'〉 = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ '. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÐÁÒÉ×ÁÎÉÅ 〈·; ·〉 : Hn(X;K)⊗Hn(X;K) → K. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ!), ÞÔÏ
ÜÔÏ ÓÐÁÒÉ×ÁÎÉÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ: ÅÓÌÉ f : Y → X, ÔÏ 〈f∗p; y〉 = 〈p; f∗y〉 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ p ∈ Hn(X;K), y ∈ Hn(Y;K).
ðÒÉÍÅÒ 1. C0(X;K) | K-ÍÏÄÕÌØ, Ó×ÏÂÏÄÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X; ÔÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ p ∈
C0(X;K) | ÆÕÎËÃÉÉ X → K. ðÕÓÔØ p ∈ C0(X;K) | ËÏÃÉËÌ: �p = 0, ÔÏ ÅÓÔØ p(@) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒ-
ÎÏÇÏ 1-ÓÉÍÐÌÅËÓÁ (ËÒÉ×ÏÊ)  : [0; 1] → X. ðÏÓËÏÌØËÕ @ = (1)− (0), ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ p((0)) = p((1)). ÷
ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ  | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ p ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ Ó×ÑÚ-
ÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, H0(X;K) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ
Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ X × K. âÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÐÁÒÉ×ÁÎÉÅ H0(X;K) ⊗H0(X;K) → K ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ p ∈ H0(X;K)
É ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ Xi (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ H0(X;K) | ÍÏÄÕÌØ, Ó×ÏÂÏÄÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÌÉ-
ÎÅÊÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ) ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ p × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ Xi.
ðÒÉÍÅÒ 2. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, Hn(Sn;K) = K = Hn(Sn;K) ÐÒÉ n ≥ 1 É H0(S0;K) = K2 = H0(S0;K) (ÐÏÓËÏÌØËÕ
S0 | Ä×Å ÔÏÞËÉ). éÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÐÁÒÉ×ÁÎÉÅ H0(S0;K) ⊗H0(S0;K) → K ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ
〈(u; v); ('; )〉 = u'+ v , ÇÄÅ u; v; ';  ∈ K.

äÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n, ÞÔÏ ÐÒÉ n ≥ 1 ÓÐÁÒÉ×ÁÎÉÅ Hn(Sn;K) ⊗ Hn(Sn;K) → K ÜÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ
K ⊗K → K × ËÏÌØÃÅ K. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏËÒÙÔÉÅ Sn = U1 ∪ U2, ÇÄÅ U1

def= Sn \ {p}, U2
def= Sn \ {q}, Á p; q ∈ Sn

| ÐÏÌÀÓÁ ÓÆÅÒÙ, É ×ÙÐÉÛÅÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
íÁÊÅÒÁ{÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ (ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ íÁÊÅÒÁ{÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÇÏÍÏÌÏ-
ÇÉÞÅÓËÏÊ).

âÁÚÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ n = 1: ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : H1(S1) → H0(S0),
ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ K → K2 Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ (1;−1) ÒÁÚÍÅÒÁ 1× 2. ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉ-
ÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ b : H0(S0) → H1(S1) | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ K2 → K Ó
ÍÁÔÒÉÃÅÊ (1;−1)T ÒÁÚÍÅÒÁ 2× 1. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÐÁÒÉ×ÁÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ,
ÐÏÌÕÞÁÅÍ (ÐÏÞÅÍÕ?), ÞÔÏ 〈p; �x〉 = 〈bp; x〉 ÄÌÑ ×ÓÅÈ p ∈ H0(S0) = K2 É x ∈ H1(S1) = K. åÓÌÉ p = (1; 0) É x = 1,
ÔÏ bp = 1, �x = (1;−1), ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ 〈1; 1〉 = 〈(1; 0); (1;−1)〉 = 1 | ÂÁÚÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ûÁÇ ÉÎÄÕËÃÉÉ: ÐÒÉ n > 1 ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ íÁÊÅÒÁ{÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ � : Hn(Sn) →
Hn−1(Sn−1) É b : Hn−1(Sn−1) → Hn(Sn). äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ | ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÂÁÚÙ
ÉÎÄÕËÃÉÉ.

äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ aj ×ÅÒÛÉÎÕ xj = 1 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ �n (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ≥ j). äÌÑ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÙÈ n; s É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÏ× i0; : : : ; is ∈ {0; : : : ; n} ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ui0;:::;is : �s → �n ÁÆÆÉÎÎÏÅ
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ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ak ∈ �s × ×ÅÒÛÉÎÕ aik ∈ �n (ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ).

ðÕÓÔØ p ∈ Cm(X;K), q ∈ Cn(X;K) | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÃÅÐÉ, Á f : �n+m → X | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ;
ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÃÅÐØ p ∪ q ∈ Cm+n(X;K) ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (p ∪ q)(f) = p(f ◦ u0;:::;m)q(f ◦ um;:::;m+n) É ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÅÅ
ÎÁ ×ÅÓØ ÍÏÄÕÌØ Cn+m(X;K) ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ïÐÅÒÁÃÉÑ ∪ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁ (ÎÁÄ K) É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁ. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÑ F : Y → X ×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï F#(p ∪ q) = F#p ∪ F#q. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �(p ∪ q) = �p ∪ q + (−1)mp ∪ �q
É q ∪ p = (−1)mn(p ∪ q) ◦ um+n;m+n−1;:::;0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï | ÐÒÑÍÁÑ ÐÒÏ×ÅÒËÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓ C :(X;K) def= ⊕
n Cn(X;K) | ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁÑ

ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ K-ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, É F# | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, C :(·;K) | ËÏÎÔÒÁ×Á-
ÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÁÓÓÏÃÉ-
ÁÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ K-ÁÌÇÅÂÒ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ïÐÅÒÁÃÉÑ ∪ ÚÁÄÁÅÔ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ (ÎÁÄ K) ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÓÓÏÃÉÁ-
ÔÉ×ÎÏÊ K-ÁÌÇÅÂÒÙ) ∪ : Hm(X;K) ⊗ Hn(X;K) → Hn+m(X;K). äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
F : Y → X ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ∗ : H∗(X;K) → H∗(Y;K) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ-
×ÅÎÓÔ×Ï p ∪ q = (−1)mnq ∪ p, ÇÄÅ p ∈ Hm(X;K), q ∈ Hn(X;K) (ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ). éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,
H∗(·;K) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ
ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ K-ÁÌÇÅÂÒ.
îÁÞÁÌÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. åÓÌÉ �p1 = 0 = �q É p1 = p2 + �p, ÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ p1 ∪ q = p2 ∪ q + �(p ∪ q),
ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ∪ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ. ÷ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ.

ôÒÅÔØÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ (Ï ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ) ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÐÏÚÄÎÅÅ. ¤
ðÒÉÍÅÒ 3. ëÁË ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÏÓØ (ÐÒÉÍÅÒ 1), ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ H0(X;K) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ X → K, ÐÏÓÔÏÑÎ-
ÎÙÈ ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ. ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ!), ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ∪ : H0(X;K)⊗
H0(X;K) → H0(X;K) | ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈHm(X;Y;K)⊗Hn(X;Y;K) →
Hm+n(X;Y;K); ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1 ×ÅÒÎÙ É ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÔÏÖÅ.

ðÕÓÔØ X1; X2 | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, u ∈ Cn1(X1), v ∈ Cn2(X2). ðÕcÔØ p1 : X1 × X2 → X1 É
p2 : X1 ×X2 → X2 | ÐÒÏÅËÃÉÉ; ÔÏÇÄÁ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ u× v def= p∗1u ∪ p∗2v ∈ Cn1+n2(X1 ×X2).
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2 (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1). ïÐÅÒÁÃÉÑ × ÂÉÌÉÎÅÊÎÁ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÕÐÅÒÔÏÖÄÅÓÔ×Õ
ìÅÊÂÎÉÃÁ: �(u× v) = �u× v + (−1)n1u× �v. åÓÌÉ F1 : Y1 → X1 É F2 : Y2 → X2 | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÔÏ (F1 × F2)#(u× v) = (F#

1 u)× (F#
2 v).

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3 (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2). õÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÃÅÐÅÊ × ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ × :
Hn1(X1) ⊗ Hn2(X2) → Hn1+n2(X1 × X2), ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ F ∗: (F1 × F2)∗(p ×
q) = (F ∗1 p) × (F ∗2 q). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ × × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ Hn1(X1; Y1) ⊗
Hn2(X2; Y2) → Hn1+n2(X1 ×X2; X1 × Y2 ∪ Y1 ×X2).

ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ∪; ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÖÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÒÁ-
ÚÉÔØ ∪ ÞÅÒÅÚ ×. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, É � : X → X × X | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ
×ÌÏÖÅÎÉÅ: �(x) = (x; x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ X.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ a ∈ Hm(X;K), b ∈ Hn(X;K) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
a ∪ b = �∗(a× b).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �∗(a × b) = �∗(p∗1a × p∗2b) (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ×; ÚÄÅÓØ p1; p2 : X × X → X
| ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ É ×ÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ) = (�∗p∗1)a ∪ (�∗p∗2)b (× ÓÉÌÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ
∪) = (p1 ◦ �)∗a ∪ (p2 ◦ �)∗b (ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ | ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ) = a ∪ b, ÐÏÓËÏÌØËÕ
p1 ◦� = idX = p2 ◦�. ¤


