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7. æïòíõìù õéôîé.

ðÕÓÔØ f : R → R2 | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, Ô.Å. ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f ′(t) 6= 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ t ∈ R.
ôÏÞËÁ a ∈ R2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ f , ÅÓÌÉ |f−1| ≥ 2; ÐÒÏÓÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ
|f−1| ≥ 2, Ô.Å. f−1(a) = {t1; t2}. ðÒÏÓÔÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ f ′(t1) É
f ′(t2) ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ (ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ). ðÕÓÔØ a | ÐÒÏÓÔÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, t1 < t2; ÅÓÌÉ ÂÁÚÉÓ
(f ′(t1); f ′(t2)) | ÐÒÁ×ÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ, ÔÏ ÐÉÛÅÍ "(a) = +1, ÉÎÁÞÅ "(a) = −1; ÜÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍ ÔÏÞËÉ
a.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ fR → R2 | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ f(t) ≡ (t; 0) ÐÒÉ |t| ≥ 1, ÐÒÉÞÅÍ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ×ÉÄÁ
(t; 0), |t| ≥ 1, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ f . ôÏÇÄÁ f ′ : [0; 1] → R2 \ {0} | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉ×ÁÑ Ó
ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ × ÔÏÞËÅ b = (1; 0); ÅÅ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ × �1(R2 \ {0}; b) = Z ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ ËÒÉ-
×ÏÊ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ind(f). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉ×ÏÊ f | ÐÒÏÓÔÙÅ É
ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ.
úÁÄÁÞÁ 1. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ f ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ
õÉÔÎÉ: ÓÕÍÍÁ ÚÎÁËÏ× ÔÏÞÅË ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉ×ÏÊ f ÒÁ×ÎÁ ÉÎÄÅËÓÕ ËÒÉ×ÏÊ.
õËÁÚÁÎÉÅ (Ë ÏÂÏÉÍ ÐÕÎËÔÁÍ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : R2 → R2, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ F (t; s) = f(t)−
f(s).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f : [0; 1] → R2 | ÇÌÁÄËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
f ′(t) 6= 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ t, f(0) = f(1) def= b É f ′(0) = f ′(1). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ f |
ÐÒÏÓÔÙÅ (ÕÔÏÞÎÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ) É ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ, ÐÒÉÞÅÍ f(0) = f(1) ÔÏÞËÏÊ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ind(f) É ÚÎÁËÉ ÔÏÞÅË ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ËÁË ×ÙÛÅ. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ a =∈ f(S1) ⊂
R2 ÐÕÓÔØ %a ∈ Z | ËÌÁÓÓ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÅÔÌÉ f : [0; 1] → R2 \ {a} × ÇÒÕÐÐÅ �1(R2 \ {a}; b) = Z.
úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ a1; a2 | Ä×Å ÔÏÞËÉ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ×ÂÌÉÚÉ ÏÂÒÁÚÁ ËÒÉ×ÏÊ f(S1), ÎÏ ÐÏ ÒÁÚÎÙÅ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ,
ÄÁÌÅËÏ ÏÔ ÔÏÞÅË ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÔÒÏÇÏ É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ %a1 É %a2 ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ
ÎÁ 1; ÕÔÏÞÎÉÔÅ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁË.
úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ b+; b− | ÔÏÞËÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ËÁË × ÚÁÄÁÞÅ 2, É ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ×ÂÌÉÚÉ ÔÏÞËÉ b = f(0) = f(1).
äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ õÉÔÎÉ: ind(f) ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ÚÎÁËÏ× ÔÏÞÅË ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ÐÌÀÓ %b+ + %b− .
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