
ÍÌÓ, I êóðñ, 21.10.2019

Ëèñòîê 6.

Ìíîæåñòâî U â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, %) íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè äëÿ âñÿêîé
òî÷êè a ∈ U íàéäåòñÿ øàð B(a, r) ⊂ U . Ìíîæåñòâî F çàìêíóòî, åñëè åãî äîïîëíåíèå
îòêðûòî.
Çàäà÷à 1.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî îòêðûòûé øàð ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, à çàìêíóòûé øàð

ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.
(b) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå îáúåäèíåíèå è êîíå÷íîå ïåðåñå÷åíèå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì; ëþáîå ïåðåñå÷åíèå è êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ÿâ-
ëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.
Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà E â (X, %) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî E =

⋂
E⊂F F � ïåðåñå÷åíèå

âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ E. Òàêèì îáðàçîì, çàìûêàíèåì E ÿâëÿåòñÿ íàè-
ìåíüøèì ïî âêëþ÷åíèþ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèì E.
Çàäà÷à 2.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî E = E

⋃
{ãðàíè÷íûå òî÷êè} = E

⋃
{ïðåäåëüíûå òî÷êè}.

(b) Ïîêàæèòå, ÷òî F � çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F = F .

(c) Âåðíî ëè, ÷òî B(a, r) = B(a, r)?
Çàäà÷à 3. Ïóñòü ak > 0 è

∑∞
k=1 ak →∞. Êðîìå òîãî, ïóñòü limk ak = 0. Íàéäèòå ìíîæå-

ñòâî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äðîáíûõ ÷àñòåé bn = {
∑n

k=1 ak}.
Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ÷ëåíàìè êîòîðîé ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ, ÿâëÿåòñÿ ëèáî òî÷êîé, ëèáî îòðåçêîì.
Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ

ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì. Ïîêàæèòå, ÷òî íà ÷èñëîâîé
ïðÿìîé âñÿêîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ íåêîòîðîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âåðíî ëè ýòî äëÿ çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà â ïðîèçâîëüíîì ìåòðè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå?
Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìóþ íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåïó-

ñòûõ è íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ èëè äâóõ íåïóñòûõ è íåïåðåñåêàþùèõñÿ
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ. Îïèøèòå âñå ïîäìíîæåñòâà ïðÿìîé, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
îäíîâðåìåííî îòêðûòûì è çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.
Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ

ñ÷åòíîãî íàáîðà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ.
Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî â Rn ñ ìåòðèêîé %(x, y) =

√∑n
i=1(xi − yi)2 èç âñÿêîé îãðàíè÷åí-

íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïîêàæèòå,
÷òî âñÿêîå áåñêîíå÷íîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî Rn èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó. Ïðèâå-
äèòå ïðèìåð ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì íå èç âñÿêîé îãðàíè÷åííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Çàäà÷à 9. Ãîâîðÿò, ÷òî ó ìíîæåñòâà A åñòü êîíå÷íàÿ ε-ñåòü, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå êî-

íå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê b1, . . . , bN , ÷òî A ëåæèò â îáúåäèíåíèè øàðîâ B(bj, ε). Åñëè ó
ìíîæåñòâà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε-ñåòü, òî òàêîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ
âïîëíå îãðàíè÷åííûì. Äîêàæèòå, ÷òî êóá â Rn ÿâëÿåòñÿ âïîëíå îãðàíè÷åííûì ìíîæå-
ñòâîì. Ïðîâåðüòå, ÷òî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ âïîëíå îãðàíè÷åííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà èç âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæíî âûáðàòü ôóíäà-
ìåíòàëüíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
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Çàäà÷à 10. Îáîçíà÷èì ÷åðåç l2 ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë xn,

∑
n x

2
n <∞, c ìåòðèêîé

%(x, y) =

√∑
n

(xn − yn)2.

(a) Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
(b) Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
(c) Ïðîâåðüòå, ÷òî åäèíè÷íûé øàð ñ öåíòðîì â íóëå íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå îãðàíè÷åííûì

ìíîæåñòâîì.
Çàäà÷à 11.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî â A ⊂ l2 âïîëíå îãðàíè÷åíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îíî îãðàíè÷åííî è

sup
x∈A

∑
n≥N

|xn|2 → 0.

(b) Äëÿ êàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë an ìíîæåñòâî

{x ∈ l2 :
∑
n

anx
2
n ≤ 1}

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå îãðàíè÷åííûì?
Çàäà÷à 12.
(a) Ïóñòü ÷èñëîâîé ðÿä

∑
n an ñõîäèòñÿ è an ≥ 0. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü cn òàêàÿ, ÷òî cn ≤ cn+1, cn →∞ è ðÿä
∑

n cnan ñõîäèòñÿ.
(b) Ïóñòü A ⊂ l2 � âïîëíå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî A ñîäåðæèòñÿ â

íåêîòîðîì âïîëíå îãðàíè÷åííîì ýëëèïñîèäå âèäà{
x :

∑
n

anx
2
n ≤ 1

}
.

(c) Ïóñòü A � çàìêíóòîå âïîëíå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â l2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
äèàìåòð A ñòðîãî ìåíüøå 2 è A ëåæèò â åäèíè÷íîì øàðå B(0, 1) ⊂ l2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ
âñÿêîãî n íàéäóòñÿ òàêèå u1, . . . , un ∈ B(0, 1), ÷òî ìíîæåñòâà A+ uj ïîïàðíî íå ïåðåñåêà-
þòñÿ è ëåæàò â B(0, 1).


