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Ëèñòîê 9.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn : A → R ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f ïîòî÷å÷íî íà A, åñëè
äëÿ âñÿêîãî x ∈ A âåðíî limn→∞ fn(x) = f(x).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn : A 7→ R ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f ðàâíîìåðíî íà A, åñëè

supx∈A |fn(x)− f(x)| → 0 ïðè n→∞.

Çàäà÷à 1. (Êðèòåðèé Êîøè) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn ñõîäèòñÿ íà
A ðàâíîìåðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀ε > 0 ∃N òàêîå, ÷òî ∀n,m > N âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî supx∈A |fn(x)− fm(x)| < ε.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî B(A) îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé f : A→ R ñ ìåòðèêîé

%(f, g) = sup
x∈A
|f(x)− g(x)|

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Çàäà÷à 2. (Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà) Ïóñòü supx∈A |fn+1(x)− fn(x)| ≤ an è ðÿä
∑

n an ñõî-
äèòñÿ. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê íåêîòîðîé
ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå A. Ïåðåôîðìóëèðóéòå ýòîò ïðèçíàê äëÿ ðÿäîâ (ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâ-
íîìåðíî, åñëè ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì). Ïðèâåäèòå
ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.
Çàäà÷à 3. Èññëåäóéòå ïîòî÷å÷íóþ è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü:
(a) fn(x) = xn − x2n, x ∈ [0, 1], (b) fn(x) = arctgnx, x > 0, (c)

∑∞
n=1 ne

−nx, x > 0.
Çàäà÷à 4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ Pn òàêîâà, ÷òî degPn ≤ m äëÿ âñåõ n è

Pn ïîòî÷å÷íî ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f íà îòðåçêå [0, 1]. Äîêàæèòå, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ
ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè íå âûøå m è Pn ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê f íà [0, 1].
Çàäà÷à 5. (a) Ïóñòü ôóíêöèè fn íåïðåðûâíû ïî A â òî÷êå a ∈ A è ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî

ê ôóíêöèè f íà A. Òîãäà ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà ïî A â òî÷êå a. Ïîêàæèòå íà ïðèìåðå,
÷òî äëÿ ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè ýòî óòâåðæäåíèå íå âûïîëíÿåòñÿ.

(b) Ïóñòü ôóíêöèè fn íåïðåðûâíû íà R è ñõîäÿòñÿ ïîòî÷å÷íî ê ôóíêöèè f . Äîêàæèòå,
÷òî ó ôóíêöèè f ìíîæåñòâî òî÷åê íåïðåðûâíîñòè âñþäó ïëîòíî.

Èç ïóíêòà (a) çàäà÷è 5 â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî C[0, 1] íåïðåðûâíûõ íà
[0, 1] ôóíêöèé ñ ìåòðèêîé %(f, g) = max[0,1] |f(x) − g(x)| ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü fn è f � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà [0, 1], ïðè÷åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn
ñõîäèòñÿ ê f ïîòî÷å÷íî íà [0, 1]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþ-
ùèõ óñëîâèé

(a) äëÿ êàæäîãî n ôóíêöèÿ fn ìîíîòîííà,
(b) äëÿ êàæäîãî x ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) ìîíîòîííà.
Òîãäà fn ñõîäèòñÿ ê f ðàâíîìåðíî íà [0, 1].
Çàäà÷à 7. (Òåîðåìà Àðöåëà-Àñêîëè) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî F ⊂ C[0, 1] âïîëíå îãðà-

íè÷åíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F îãðàíè÷åíî è ýëåìåíòû F ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâ-
íû: ∀ε > 0 ∃δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x, y ∈ [0, 1] è âñåõ f ∈ F âåðíî |x − y| < δ =⇒
|fn(x)− fn(y)| < ε.
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Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé fn(x) = sinnx íà îòðåçêå [0, 1]
íåëüçÿ âûáðàòü ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Çàäà÷à 9. (Òåîðåìà Õåëëè) Äîêàæèòå, ÷òî èç ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé íà îòðåçêå ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ìîíîòîííûõ ôóíêöèé ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ
ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ.

Ìíîæåñòâî X ñ âûäåëåííîé ñèñòåìîé ïîäìíîæåñòâ τ íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïðî-
ñòðàíñòâîì, åñëè 1) ∅, X ∈ τ , 2) ïåðåñå÷åíèå âñÿêèõ äâóõ ìíîæåñòâ èç τ âõîäèò â τ , 3)
îáúåäèíåíèå âñÿêîãî íàáîðà ìíîæåñòâ èç τ âõîäèò â τ . Ìíîæåñòâà èç τ íàçûâàþòñÿ îò-
êðûòûìè, à ñàìî ñåìåéñòâî τ íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé. Áàçà òîïîëîãèè � òàêàÿ ñèñòåìà
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, ÷òî èõ îáúåäèíåíèÿ äàþò âñå îòêðûòûå ìíîæåñòâà. Òèïè÷íûì ïðè-
ìåðîì òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Â êà÷åñòâå áàçû
òîïîëîãèè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî âçÿòü âñå îòêðûòûå øàðû.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ýëåìåíòîâ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó

x, åñëè äëÿ âñÿêîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U , ñîäåðæàùåãî x, íàéäåòñÿ íîìåð N òàêîé, ÷òî
xn ∈ U äëÿ âñåõ n > N .

Çàäà÷à 10. Ïóñòü RT � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé f : T 7→ R, ãäå T � íåïóñòîå ìíîæåñòâî.
Òîïîëîãèÿ çàäàíà áàçîé ìíîæåñòâ âèäà

Uf,t1,...,tn,ε = {g ∈ RT : |g(ti)− f(ti))| < ε, i = 1, . . . , n}.
Äîêàæèòå, ÷òî

(a) fn ñõîäèòñÿ ê f â äàííîé òîïîëîãèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà fn ñõîäèòñÿ ê f
ïîòî÷å÷íî íà T ;

(b) åñëè T � íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, òî äàííàÿ òîïîëîãèÿ ìåòðèçóåìà;
(c) åñëè T áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, òî äàííóþ òîïîëîãèþ íåëüçÿ çàäàòü ìåòðèêîé.
Çàäà÷à 11. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî

ýëåìåíòîâ, èìåþùåé áîëåå îäíîãî ïðåäåëà.
×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî T íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûì, åñëè äëÿ âñÿêèõ t, s ∈

T íàéäåòñÿ u ∈ T òàêîå, ÷òî t ≤ u è s ≤ u. Íàáîð ýëåìåíòîâ {xt}t∈T , èíäåêñèðóåìûõ
íàïðàâëåííûì ìíîæåñòâîì T , íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííîñòüþ. Íàïðàâëåííîñòü {xt}t∈T ñõî-
äèòñÿ ê ýëåìåíòó x, åñëè äëÿ âñÿêîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U , ñîäåðæàùåãî x, íàéäåòñÿ
t0 òàêîå, ÷òî xt ∈ U äëÿ âñåõ t ≥ t0.
Çàäà÷à 12.
(a) Ïðèâåäèòå ïðèìåð íàïðàâëåííîñòè {xt}t∈Z ýëåìåíòîâ R ñ îáû÷íîé òîïîëîãèåé,

êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê íóëþ, íî áåñêîíå÷íî ìíîãî åå ýëåìåíòîâ ëåæèò âíå (−1, 1).
(b) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïðåäåëüíîé òî÷êè a íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà E (âñÿ-

êîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå a, ñîäåðæèò îòëè÷íûé îò a ýëåìåíò ìíîæåñòâà E)
íàéäåòñÿ íàïðàâëåííîñòü èç ýëåìåíòîâ E, ñõîäÿùàÿñÿ ê a. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïðåäåëüíîé
òî÷êè, äëÿ êîòîðîé íåò ñõîäÿùåéñÿ ê íåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ E.


