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. �àáîòû ïðèñûëàéòå Þ.Ì.Áóðìàíó (burman�mme.ru) äî 24.00 28 �åâðàëÿ 2021 ãîäà. Ôîðìàò ïðîèçâîëüíûé
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X+ pdf. Èëè íàïèøèòå íà áóìàãå è ñ�îòîãðà�èðóéòå).

Çàäà÷à 1. Ïóñòü F � ïîëå, e1, . . . , e4 ∈ F
4
� ñòàíäàðòíûé áàçèñ, ℓ1, . . . , ℓ4 ∈ Z≥0 (öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå

÷èñëà). Îáîçíà÷èì G(ℓ1, . . . , ℓ4) ìíîæåñòâî âåêòîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ V ⊂ F
4
òàêèõ, ÷òî dim(V ∩ 〈e1〉) =

ℓ1, dim(V ∩〈e1, e2〉) = ℓ2, dim(V ∩〈e1, e2, e3〉) = ℓ3, dim(V ∩〈e1, e2, e3, e4〉) = ℓ4. a) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ℓ1, . . . , ℓ4
ìíîæåñòâî G(ℓ1, . . . , ℓ4) íåïóñòî? á) Ïóñòü ïîëå F êîíå÷íî è ñîñòîèò èç q ýëåìåíòîâ. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî

ýëåìåíòîâ (ïîäïðîñòðàíñòâ) â G(ℓ1, . . . , ℓ4) äëÿ âñåõ ℓ1, . . . , ℓ4.

Çàäà÷à 2. Íà ñòîðîíàõ AB, BC è AC òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíû òî÷êè C1, A1 è B1 ñîîòâåòñòâåííî,

ïðè ýòîì AC1/AB = x, BA1/BC = y, CA1/CB = z. Íà ñòîðîíàõ A1B1, B1C1 è A1C1 òðåóãîëüíèêà A1B1C1

îòìå÷åíû òî÷êè A2 = [AA1] ∩ [B1C1], B2 = [BB1] ∩ [A1C1] è C2 = [CC1] ∩ [A1B1], íà ñòîðîíàõ A2B2, B2C2

è A2C2 òðåóãîëüíèêà A2B2C2 � òî÷êè A3 = [AA2] ∩ [B2C2], B3 = [BB2] ∩ [A2C2] è C3 = [CC2] ∩ [A2B2],
è òàê äàëåå. a) Íàéäèòå ïðåäåë limn→∞ S(AnBnCn)/S(ABC) (ãäå S � ïëîùàäü). á) Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü S(AnBnCn) ñõîäèòñÿ ê ñâîåìó ïðåäåëó?

Çàäà÷à 3. a1, a2, a3, a4 � òî÷êè íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé

ïðÿìîé, à ℓ � ïðÿìàÿ, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòè òî÷êè. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè b ∈ ℓ ïóñòü Q(b) �

ïðîåêòèâíàÿ êîíèêà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè a1, . . . , a4 è b, à f(b) ∈ ℓ � âòîðàÿ (êðîìå b) òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
Q(b) è ℓ. a) Äîêàæèòå, ÷òî êîíèêà Q(b) äëÿ âñÿêîé òî÷êè b ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà. á) Äîêàæèòå, ÷òî

îòîáðàæåíèå f : ℓ → ℓ � ïðîåêòèâíîå.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü v1, . . . , vn ∈ R
n
� ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû. Êóáîèäîì K(v1, . . . , vn) íàçûâàåòñÿ

âûïóêëàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ v1,−v1, . . . , vn,−vn. Îáîçíà÷èì cn íàèìåíüøåå ÷èñëî, îáëàäàþùåå òàêèì ñâîéñòâîì:

äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà A ⊂ R
n
, íå ëåæàùåãî íè â êàêîì ñîáñòâåííîì ëèíåéíîì

ïîäïðîñòðàíñòâå R
n
è òàêîãî, ÷òî −A = A, íàéäåòñÿ êóáîèä K òàêîé, ÷òî K ⊂ A ⊂ cnK. a) Äîêàæèòå, ÷òî

cn ≤ n. á) Íàéäèòå cn.

Óêàçàíèå. Ñèìâîëîì tX îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî {tv | v ∈ X}.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü Ω ⊂ R
2
� îòêðûòûé êðóã åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, ω � åãî

ãðàíèöà (îêðóæíîñòü). Äëÿ äâóõ òî÷åê a, b ∈ Ω îáîçíà÷èì d(a, b) = |ln[p, a, b, q]|
def

= |ln bp·aq

bq·ap
|, ãäå p, q ∈ ω

� òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ω è ïðÿìîé ab, à êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò äâîéíîå îòíîøåíèå òî÷åê íà ïðÿìîé.

a) Äîêàæèòå, ÷òî d � ìåòðèêà â Ω. á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ Ω ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå

f : Ω → Ω, ñîõðàíÿþùåå ìåòðèêó d è ïåðåâîäÿùåå a â öåíòð êðóãà 0. â) Ïóñòü a, b ∈ Ω, d(a, 0) = x, d(b, 0) = y
è óãîë a0b � ïðÿìîé (â îáû÷íîì ñìûñëå). Íàéäèòå d(a, b).
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