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ËÅÊÖÈß 1

Àííîòàöèÿ. Âåêòîðíûå è à��èííûå ïðîñòðàíñòâà.

1. ×òî òàêîå âåêòîð. Ñëîæåíèå âåêòîðîâ è óìíîæåíèå èõ íà ÷èñëà.

Øêîëüíûé êóðñ àíàëèçà ñîäåðæèò íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé ïîíÿòèÿ âåêòîðà è îïåðàöèé ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ

è óìíîæåíèÿ èõ íà ÷èñëî:

(1) (âåêòîðû, ïðèëîæåííûå ê òî÷êå O) Çà�èêñèðóåì íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå òî÷êó O. Òîãäà

âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ, �àêòè÷åñêè, ïðîñòî òî÷êà A ïëîñêîñòè èëè ïðîñòðàíñòâà � òî÷íåå, ïàðà òî÷åê

OA, ãäå ïåðâàÿ òî÷êà � âñåãäà O. Ïðè ýòîì ñóììîé âåêòîðîâ OA è OB íàçûâàåòñÿ âåêòîð OC òàêîé,

÷òî OACB � ïàðàëëåëîãðàìì, à ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà OA íà ÷èñëî t íàçûâàåòñÿ âåêòîð OB, ãäå

B � òî÷êà íà ïðÿìîé OA òàêàÿ, ÷òî |OB| = |t| |OA|, à ëó÷è OA è OB ñîíàïðàâëåíû, åñëè t > 0, è
ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû, åñëè t < 0 (ýòî îïðåäåëåíèå ðàáîòàåò è íà ïëîñêîñòè, è â ïðîñòðàíñòâå).

(2) (ñâîáîäíûå âåêòîðû) Âåêòîð � ïàðà A,B òî÷åê íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå, ïðè ýòîì ïàðû

A,B è C,D çàäàþò îäèí è òîò æå âåêòîð, åñëè ëó÷è [AB) è [CD) ñîíàïðàâëåíû, à ðàññòîÿíèÿ |AB| è
|CD| ðàâíû. Ïðè ýòîì ñóììîé âåêòîðîâ AB è CD íàçûâàåòñÿ âåêòîð AE, ãäå E � òàêàÿ òî÷êà, ÷òî

âåêòîðû BE è CD ðàâíû. Ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà AB íà ÷èñëî t îïðåäåëÿåòñÿ ïðèìåðíî òàê æå, êàê

äëÿ ïðèëîæåííûõ âåêòîðîâ: ýòî âåêòîð AF , ãäå F � òî÷êà íà ïðÿìîé AB òàêàÿ, ÷òî |AF | = |t| |AB|,
à ëó÷è AB è AF ñîíàïðàâëåíû, åñëè t > 0, è ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû, åñëè t < 0.

(3) (âåêòîð � ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ) Âåêòîð � ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè èëè ïðîñòðàíñòâà (ïàðàëëåëüíûé

ïåðåíîñ) T : Π → Π, ñîõðàíÿþùåå ðàññòîÿíèå (òî åñòü |AB| = |T (A)T (B)| äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê A

è B) è ïåðåâîäÿùåå êàæäóþ ïðÿìóþ â ïàðàëëåëüíóþ. Ñëîæåíèå âåêòîðîâ T1 è T2 � êîìïîçèöèÿ

ïðåîáðàçîâàíèé (òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîå èõ âûïîëíåíèå: (T1 + T2)(A) = T1(T2(A)) � òî÷êà A

ïåðåõîäèò â òî÷êó, â êîòîðóþ ïðåîáðàçîâàíèå T1 ïåðåâîäèò îáðàç òî÷êè A ïðè ïðåîáðàçîâàíèè T2).

Ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà T íà ÷èñëî t � ïðåîáðàçîâàíèå tT , ïåðåâîäÿùåå òî÷êó A â òî÷êó B òàêóþ, ÷òî

ðàññòîÿíèå |AB| = |t| |AT (A)|, à ëó÷è [AT (A)) è [AB) ñîíàïðàâëåíû ïðè t > 0 è ïðîòèâîïîëîæíî

íàïðàâëåíû, åñëè t < 0.
(4) Âåêòîð � ïàðà (äëÿ ïëîñêèõ âåêòîðîâ) (x1, x2) èëè òðîéêà (x1, x2, x3) (äëÿ âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå)

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x1, x2, x3 ∈ R. Ñëîæåíèå âåêòîðîâ è óìíîæåíèå èõ íà ÷èñëî ïðîèçâîäÿòñÿ

ïî÷ëåííî: (x1, x2)+(y1, y2) = (x1+y1, x2+y2) è t(x1, x2) = (tx1, tx2) (è àíàëîãè÷íî äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ
âåêòîðîâ). Ìíîæåñòâî òàêèõ âåêòîðîâ ÷àñòî îáîçíà÷àþò R2

èëè, ñîîòâåòñòâåííî, R3
.

Íà ñàìîì äåëå òðè îïðåäåëåíèÿ çàäàþò îäíî è òî æå ïîíÿòèå � ìåæäó âåêòîðàìè â ñìûñëå ýòèõ îïðåäåëåíèé

ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ïðè÷åì ýòî ñîîòâåòñòâèå áóäåò ïåðåâîäèòü ñóììó â

ñóììó è âåêòîð, óìíîæåííûé íà ÷èñëî, â âåêòîð (â ñìûñëå äðóãîãî îïðåäåëåíèÿ), óìíîæåííûé (òîæå â

äðóãîì ñìûñëå!) íà òî æå ñàìîå ÷èñëî. Âîò ýòè ñîîòâåòñòâèÿ; âðåìåííî áóäåì íàçûâàòü âåêòîðû â ñìûñëå

÷åòûðåõ îïðåäåëåíèé �âåêòîð-1�, . . . , �âåêòîð-4�.

Âåêòîð-1 ⇔ âåêòîð-2. Âåêòîðó-1 OA ñîïîñòàâëÿåòñÿ îí æå, íî óæå êàê âåêòîð-2. Îáðàòíî, âåêòîðó-2 AB

ñîïîñòàâëÿåòñÿ âåêòîð-1 OC òàêîé, ÷òî OC è AB ðàâíû êàê âåêòîðû-2. Åñëè OACB � ïàðàëëåëîãðàìì, òî

âåêòîðû-2 OB è AC ðàâíû � ñëåäîâàòåëüíî, ñóììå âåêòîðîâ-1 OA è OB ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð-2 OC, ðàâíûé

ñóììå âåêòîðîâ-2 OA è OB. Óìíîæåíèå íà ÷èñëî âåêòîðîâ-1 è âåêòîðîâ-2 òîæå ñîãëàñîâàíî � ïðîâåðêó ýòîãî

(íåñëîæíóþ) ìû îñòàâèì ÷èòàòåëþ.

Âåêòîð-2⇔ âåêòîð-3. Ïàðå òî÷åê A,B (íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå, íåâàæíî) ñîïîñòàâèì ïàðàëëåëüíûé

ïåðåíîñ, ïåðåâîäÿùèé òî÷êó A â òî÷êó B. Ïóñòü òåïåðü C � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, à D � åå îáðàç ïðè ýòîì

ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå. Ïîñêîëüêó ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ïåðåâîäèò ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå â ïàðàëëåëüíûå

è ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèå, ðàññòîÿíèÿ |AB| è CD ðàâíû, à ïðÿìûå AC è BD ïàðàëëåëüíû. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

ëó÷è [AB) è [CD) òàêæå ñîíàïðàâëåíû, òàê ÷òî âåêòîðû-2 AB è CD ðàâíû. Òåì ñàìûì ðàâíûì âåêòîðàì-2

ñîïîñòàâëÿåòñÿ îäèí è òîò æå ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ. Îáðàòíî, êàæäîìó ïàðàëëåëüíîìó ïåðåíîñó (âåêòîðó-3)

T ñîïîñòàâëÿåòñÿ âåêòîð-2, ñîñòàâëåííûé èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè A è åå îáðàçà B ïîä äåéñòâèåì ïåðåíîñà T

� íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðàçíûå òî÷êè A äàþò ðàâíûå âåêòîðû-2 AB. Èç ýòîãî ñîîòâåòñòâèÿ ëåãêî âèäíî,

÷òî ñëîæåíèþ âåêòîðîâ-3 (êîìïîçèöèè ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ) ñîîòâåòñòâóåò ñëîæåíèå âåêòîðîâ-2: ïóñòü

ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ T1 ïåðåâîäèò òî÷êó A â òî÷êó B, à òî÷êó ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ T2 ïåðåâîäèò òî÷êó

1



B â òî÷êó C. Òîãäà ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ T1 + T2 ïåðåâîäèò òî÷êó A â òî÷êó C � à ñ äðóãîé ñòîðîíû,

âåêòîð-2 AC ðàâåí ñóììå âåêòîðîâ-2 AB è BC.

Ïðî ñîãëàñîâàííîñòü óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî âåêòîðîâ-2 è âåêòîðîâ-3 � óïðàæíåíèå.

Âåêòîð-1 ⇔ âåêòîð-4. Ââåäåì íà ïëîñêîñòè (èëè â ïðîñòðàíñòâå) ñèñòåìó êîîðäèíàò: O � íà÷àëî êîîðäèíàò,

îñè ℓ1, ℓ2 (è ℓ3 â ïðîñòðàíñòâå). Ïóñòü OA � âåêòîð-1; îáîçíà÷èì A1, A2 (è A3) ïðîåêöèè òî÷êè A íà îñü ℓ1,

ℓ2 (è ℓ3). �å÷ü èäåò îá îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêöèÿõ: ïðÿìàÿ AA1 ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè ℓ1, è àíàëîãè÷íî äëÿ

äðóãèõ îñåé. Åñëè ëó÷ [OA1) ñîíàïðàâëåí îñè ℓ1, òî îáîçíà÷èì x1 = |OA1|, à åñëè íàïðàâëåí ïðîòèâîïîëîæíî
� òî x1 = − |OA1|. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ÷èñëî x2 (ñ îñüþ ℓ2) è x3, åñëè âåêòîð ïðîñòðàíñòâåííûé. Îáðàòíîå

ñîîòâåòñòâèå ÷óòü ñëîæíåå: ïóñòü (x1, x2) � âåêòîð-4. �àññìîòðèì òî÷êó A1 ∈ ℓ1, ðàññòîÿíèå îò êîòîðîé äî

íà÷àëà êîîðäèíàò O ðàâíî |x1|, è ëó÷ OA1 ñîíàïðàâëåí îñè ℓ1, åñëè x1 > 0, è ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåí,

åñëè x1 < 0; àíàëîãè÷íî A2 ∈ ℓ2. Ïóñòü òî÷êà A � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè A1

è A2 è ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñÿì ℓ1 è ℓ2 ñîîòâåòñòâåííî (â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííûõ âåêòîðîâ âìåñòî äâóõ

ïðÿìûõ íóæíî áðàòü òðè ïëîñêîñòè � ðàçáåðèòåñü!). Òîãäà âåêòîð-1 OA ñîïîñòàâëÿåòñÿ âåêòîðó-4 (x1, x2).

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè îïèñàííîì ñîîòâåòñòâèè ìåæäó âåêòîðàìè-1 è âåêòîðàìè-4 ñóììà

ïåðåõîäèò â ñóììó (åñëè AB ↔ (x1, x2) è CD ↔ (y1, y2), òî AB+CD ↔ (x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2))
è óìíîæåíèå íà ÷èñëî � â óìíîæåíèå íà òî æå ñàìîå ÷èñëî (åñëè CD = tAB, è AB ↔ (x1, x2), òî
CD ↔ t(x1, x2) = (tx1, tx2).

Óïðàæíåíèå 2. Ïðèäóìàéòå ïðÿìîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåêòîðàìè-2 è âåêòîðàìè-4, à òàêæå ìåæäó âåêòîðàìè-

3 è âåêòîðàìè-4 è ïðîâåðüòå, ÷òî îíî ïåðåâîäèò ñóììó â ñóììó è ïðîèçâåäåíèå íà ÷èñëî â ïðîèçâåäåíèå íà

÷èñëî.

Îòâåò. Âåêòîðó-4 (a, b) ñîîòâåòñòâóåò ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ T , ïåðåâîäÿùèé ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè

(x, y) â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (x+ a, y + b).

Òåîðåìà 1. Ñëîæåíèå âåêòîðîâ è èõ óìíîæåíèå íà ÷èñëî îáëàäàåò ïåðå÷èñëåííûìè íèæå ñâîéñòâàìè.

(Âî âñåõ �îðìóëàõ ~x, ~y, ~z � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, s, t, u � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Â ñêîáêàõ � ó÷åíûå

íàçâàíèÿ äëÿ ýòèõ ñâîéñòâ.)

(1) (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ) ~x+ ~y = ~y + ~x.

(2) (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ) (~x + ~y) + ~z = ~x+ (~y + ~z).

(3) (ñóùåñòâîâàíèå íóëåâîãî âåêòîðà) Ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí âåêòîð

~0, äëÿ êîòîðîãî ~x+ ~0 = ~x.

(4) (ñóùåñòâîâàíèå ïðîòèâîïîëîæíîãî âåêòîðà) Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà ~x ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí

âåêòîð −~x òàêîé, ÷òî ~x+ (−~x) = ~0.
(5) (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî) t(s~x) = (ts)~x.
(6) (äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî îòíîñèòåëüíî ÷èñëà) t~x+ s~x = (t+ s)~x.
(7) (äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî îòíîñèòåëüíî âåêòîðà) t(~x+ ~y) = t~x+ t~y.

(8) (ñâîéñòâî åäèíèöû) 1 · ~x = ~x.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â ñâîéñòâå 6 ñïðàâà + îçíà÷àåò ñëîæåíèå ÷èñåë, à ñëåâà � ñëîæåíèå âåêòîðîâ.

Ñëåäñòâèå 1. (1) 0 · ~x = ~0.
(2) (−1) · ~x = −~x.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ. Íàä çíàêîì ðàâåíñòâà � íîìåð ñâîéñòâà â òåîðåìå 1.

~x + 0 · ~x
8
= 1 · ~x + 0 · ~x

6
= (1 + 0)~x = 1 · ~x

8
= ~x. Ïðèáàâèì òåïåðü ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà âåêòîð −~x

(ñóùåñòâóþùèé, ñîãëàñíî 4). Äëÿ ëåâîé ÷àñòè: −~x+ ~x+ 0 · ~x
4
= ~0 + 0 · ~x

3
= 0 · ~x;, à äëÿ ïðàâîé: −~x+ ~x

4
== ~0.

~x+(−1) ·~x
8
= 1 ·~x+(−1) ·~x

6
= (1+(−1))~x = 0 ·~x = ~0, êàê áûëî òîëüêî ÷òî äîêàçàíî. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ

î åäèíñòâåííîñòè â ñâîéñòâå 4, (−1) · ~x = −~x. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Åñëè â òåîðåìå ïîä ñëîâîì �âåêòîð� ïîíèìàòü �÷èñëî�, òî âñå ñâîéñòâà, óïîìÿíóòûå

â òåîðåìå, âûïîëíåíû � ýòî õîðîøî èçâåñòíûå ñâîéñòâà ÷èñåë. Íî òîãäà äëÿ âåêòîðîâ-4 (ïàð/òðîåê ÷èñåë) ýòè

ñâîéñòâà òîæå âûïîëíåíû, ïîñêîëüêó ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ÷èñëî ïðîèçâîäÿòñÿ ïîêîìïîíåíòíî (èíûìè

ñëîâàìè, ñâîéñòâà âûïîëíåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè âûïîëíåíû äëÿ êàæäîé èç äâóõ èëè òðåõ

êîìïîíåíò, à êîìïîíåíòû ýòî ÷èñëà). Íî ìû óæå çíàåì, ÷òî ïðè ñîîòâåòñòâèè ìåæäó âåêòîðàìè-1, 2, 3 è

4 ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ïåðåõîäÿò â ñëîæåíèå è óìíîæåíèå, òàê ÷òî äëÿ îñòàëüíûõ îïðåäåëåíèé âåêòîðà

ñâîéñòâà âûïîëíåíû òîæå. �

Èç âñåõ îïðåäåëåíèé âåêòîðà ïîñëåäíåå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ÿâíûìè ïðåèìóùåñòâàìè. Ïðåæäå âñåãî, ñ

åãî ïîìîùüþ ëåãêî äîêàçûâàòü òåîðåìó 1; äîêàçàòåëüñòâà ñ ïîìîùüþ äðóãèõ îïðåäåëåíèé áûëè áû íàìíîãî

ñëîæíåå. Êðîìå òîãî � è ýòî, ïîæàëóé, ñàìîå ãëàâíîå � ýòî îïðåäåëåíèå ëåãêî îáîáùèòü: ïî÷åìó, ñêàæåì,

÷èñåë îáÿçàòåëüíî äîëæíî áûòü äâà èëè òðè? ìîæíî ðàññìîòðåòü (è íàçâàòü �n-ìåðíûìè âåêòîðàìè�) ÷èñëîâûå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (x1, . . . , xn) ïðîèçâîëüíîé (íî çàðàíåå �èêñèðîâàííîé) äëèíû n. (Äàæå n = 1 ïîäõîäèò!



�îäíîìåðíûå âåêòîðû� ýòî ïðîñòî ÷èñëà.) Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ òàêèõ âåêòîðîâ òåîðåìà 1 îñòàåòñÿ âåðíîé

âìåñòå ñ äîêàçàòåëüñòâîì. Èëè âîò åùå: à ÷òî âî âñåõ ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ çíà÷èò �÷èñëà�? Ìû èìåëè â âèäó

äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, íî ìîæíî âçÿòü âìåñòî íèõ, ñêàæåì, êîìïëåêñíûå èëè ðàöèîíàëüíûå � ïîëó÷àòñÿ

�êîìïëåêñíûå âåêòîðû� (èëè �ðàöèîíàëüíûå âåêòîðû�), äëÿ êîòîðûõ ïðèäóìàòü îïðåäåëåíèÿ òèïà 1, 2 èëè 3

áóäåò óæå ñîâñåì íå òàê ïðîñòî. (À òåîðåìà 1 è åå äîêàçàòåëüñòâî ïî-ïðåæíåìó âåðíû.)

Îòñòóïëåíèå ìåëêèì øðè�òîì î ÷èñëàõ. Íà ñàìîì äåëå, åñëè ìû õîòèì, ÷òîáû âûïîëíÿëàñü òåîðåìà 1, îò

êàíäèäàòîâ íà ïîíÿòèå �÷èñëà� òðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå: èõ äîëæíî áûòü ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü, ïðè÷åì äëÿ

ýòîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äîëæíû áûòü âûïîëíåíû âñå ñâîéñòâà èç òåîðåìû 1, ãäå â ïîä �âåêòîðàìè� òîæå

ïîíèìàþòñÿ ÷èñëà (íåêîòîðûå èç ýòèõ ñâîéñòâ ïðè ýòîì ñëèâàþòñÿ � ñêàæåì, 6 è 7 ñòàíîâÿòñÿ îäíèì è òåì æå

ñâîéñòâîì). Äîïîëíèòåëüíî ê ýòîìó íóæíû åùå äâà ñâîéñòâà, íå èìåþùèå ñìûñëà äëÿ óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ íà ÷èñëî:

(9) (êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ) ts = st,

(10) (ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî) äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà t 6= 0 ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ÷èñëî t
−1

(îáðàòíîå ê t) òàêîå,

÷òî t · t−1
= 1.

Èìåííî ïîýòîìó îáû÷íî íå ðàññìàòðèâþò �öåëî÷èñëåííûå âåêòîðû� � äëÿ öåëûõ ÷èñåë íå âûïîëíåíî ñâîéñòâî

10, è õîòÿ äëÿ òàêèõ �âåêòîðîâ� òåîðåìà 1 âñå ðàâíî âûïîëíåíà, ìíîãèå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå ìû äîêàæåì ïîçäíåå,

âûïîëíåíû íå áóäóò. Äëÿ t = 0 îáðàòíîå ÷èñëî ñóùåñòâîâàòü íå ìîæåò � ýòî ïðîòèâîðå÷èëî áû ñâîéñòâó 3.

Ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì îïðåäåëåíû äâå îïåðàöèè � ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ � îáëàäàþùèå âñåìè ïåðå÷èñëåííûìè

ñâîéñòâàìè (ñâîéñòâàìè èç òåîðåìû 1 ïëþñ 9 è 10), íàçûâàåòñÿ ïîëåì.

Ïðèìåð 1. Ñàìîå ïðîñòîå ïîëå F2 ñîñòîèò âñåãî èç äâóõ ýëåìåíòîâ, 0 è 1. Óìíîæåíèå ïðè ýòîì îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ

îïðåäåëåíèåì ïîëÿ: 0 · 0 = 0 · 1 = 1 · 0 = 0 ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1 è 1 · 1 = 1 ñîãëàñíî ñâîéñòâó 8. Ñëîæåíèå òàêæå

÷àñòè÷íî �èêñèðîâàíî: 0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1 + 0 = 1 ñîãëàñíî ñâîéñòâó 3. Åñëè ïîëîæèòü 1 + 1 = 0, òî íåñëîæíàÿ

ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ ïîëå. (Íàïðèìåð, â ýòîì ïîëå −0 = 0 � íà ñàìîì äåëå, òàê â ëþáîì ïîëå �

è −1 = 1.) n-ìåðíûå âåêòîðû íàä ïîëåì F2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç n íóëåé è åäèíèö; òàêèõ

âåêòîðîâ êîíå÷íîå ÷èñëî (2
n

).

Òåì íå ìåíåå, ó îïðåäåëåíèÿ 4 åñòü îäèí î÷åíü ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê: âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó âåêòîðàìè-4 è áîëåå �ãåîìåòðè÷åñêèìè� âåêòîðàìè-1 (èëè âåêòîðàìè-3) çàâèñèò îò äîïîëíèòåëüíîãî

âûáîðà � âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò. Åñëè íà òîé æå ïëîñêîñòè (èëè â òîì æå ïðîñòðàíñòâå) âûáðàòü

äðóãóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, òî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåêòîðàìè-1 è âåêòîðàìè-4 âñå ðàâíî áóäåò âçàèìíî

îäíîçíà÷íûì, íî îíî áóäåò äðóãèì: òîò æå âåêòîð-1 â äðóãîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò äðóãèå êîîðäèíàòû.

Ïîýòîìó, íàïðèìåð, âåêòîðû-4 (1, 0) è (0, 1) (ñîîòâåòñòâóþùèå åäèíè÷íûì îòìåòêàì íà îñÿõ êîîðäèíàò) ÿâíî

�ëó÷øå� äðóãèõ âåêòîðîâ (÷èñëà 0 è 1 îáëàäàþò ìíîãèìè óíèêàëüíûìè ñâîéñòâàìè), â òî âðåìÿ êàê ÿñíî, ÷òî
ñðåäè âåêòîðîâ-1, âåêòîðîâ-2 è âåêòîðîâ-3 íåò âûäåëåííûõ � âñå âåêòîðû â íåêîòîðîì ñìûñëå ðàâíîïðàâíû

(ñìûñë ìû ïðîÿñíèì ïîçäíåå); îñîáàÿ ðîëü âåêòîðîâ (1, 0) è (0, 1) ýòî ñâîéñòâî íå èõ ñàìèõ, à èõ ðàñïîëîæåíèÿ
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû êîîðäèíàò. Òåì ñàìûì îïðåäåëåíèå 4 îïðåäåëÿåò íå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, à ìíîæåñòâî

âåêòîðîâ ñ äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé � ñèñòåìîé êîîðäèíàò, ÷òî íå âñåãäà óäîáíî.

2. Îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî è à��èííîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü F � ïîëå (äëÿ òåõ, êòî íå çíàêîì ñ ïîíÿòèåì ïîëÿ è íå ñòàë ðàçáèðàòüñÿ â ìåëêîì øðè�òå â

ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïîëå � ýòî R, Q èëè C).

Îïðåäåëåíèå 1. Âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî V (ýëåìåíòû êîòîðîãî

íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè), íà êîòîðîì ââåäåíû äâå îïåðàöèè � ñëîæåíèå âåêòîðîâ è óìíîæåíèå èõ íà ýëåìåíòû

ïîëÿ F (íàçûâàåìûå â ýòîì êîíòåêñòå ÷èñëàìè èëè ñêàëÿðàìè), îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè, ïåðå÷èñëåííûìè â

òåîðåìå 1.

Îïðåäåëåíèå 2. ÏîäìíîæåñòâîW ⊂ V âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì,

åñëè îíî ñàìî ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî òåõ æå îïåðàöèé, ÷òî è V .

Èíûìè ñëîâàìè (äîêàæèòå, ÷òî ýòî òî æå ñàìîå!),W ⊂ V � ïîäïðîñòðàíñòâî, åñëè îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî

îïåðàöèé: åñëè ~x, ~y ∈ W , à t ∈ F � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òî ~x+ ~y ∈ W è t~x ∈ W .

Ïðèìåð 2. Ìíîæåñòâî R[t] ìíîãî÷ëåíîâ P (t) = ant
n + · · · + a1t + a0 ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè

� âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R. Ñëîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ è èõ óìíîæåíèå íà ÷èñëà îïðåäåëÿåòñÿ

ïîòî÷å÷íî: (P +Q)(t) = P (t) +Q(t) è (sP )(t) = sP (t) äëÿ âñåõ t ∈ R. Ïðè ñëîæåíèè ìíîãî÷ëåíîâ èõ ñòåïåíü

íå óâåëè÷èâàåòñÿ (íî ìîæåò óìåíüøèòüñÿ!), à ïðè óìíîæåíèè íà íåíóëåâîå ÷èñëî � ñîõðàíÿåòñÿ, ïîýòîìó

ìíîæåñòâî R[t]n ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Î÷åâèäíî,

R[t]n ⊂ R[t] � ïîäïðîñòðàíñòâî. Â ýòîì ïðèìåðå R ìîæíî çàìåíèòü ëþáûì äðóãèì ïîëåì F.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ìíîæåñòâî F(R) âñåõ �óíêöèé f : R → R ñ ïîòî÷å÷íûì ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì íà

÷èñëî � òîæå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, è R[t] ⊂ F(R) � åãî ïîäïðîñòðàíñòâî.

Ïðèìåð 3. Âñÿêîå ïîëå F ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ñîáîé.



Ïðèìåð 4. Âñÿêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì

íàä ïîëåì R, ïîñêîëüêó R ⊂ C. Âîîáùå, åñëè îäíî ïîëå F1 ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì äðóãîãî, F2 (òî åñòü F1 ⊂ F2,

ñëîæåíèå è óìíîæåíèå â ïîëÿõ ñîâïàäàþò, è 0, 1 ∈ F1; ïðèìåð: Q ⊂ R), òî êàæäîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

íàä F2 ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä F1.

Ïðèìåð 5. Ïóñòü a, b ∈ R � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Òîãäà ìíîæåñòâî ℓa,b = {(at, bt) | t ∈ R} ⊂ R2
� âåêòîðíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî (ïðîâåðüòå!). Ïðè ñîîòâåòñòâèè ìåæäó ïëîñêèìè âåêòîðàìè-4 (ìíîæåñòâî êîòîðûõ è îáîçíà÷àåòñÿ

R2
) è âåêòîðàìè-1 ℓa,b ïåðåõîäèò, åñëè a è b íå ðàâíû îäíîâðåìåííî íóëþ, â ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî

êîîðäèíàò è òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (a, b). Åñëè a = b = 0, òî ℓ0,0 � òî÷êà (íà÷àëî êîîðäèíàò).

Îïðåäåëåíèå 3. À�èèííûì ïðîñòðàíñòâîì, ïàðàëëåëüíûì âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó V , íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

L (ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè), â êîòîðîì îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ îòêëàäûâàíèÿ âåêòîðà îò òî÷êè,

ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé òî÷êå a ∈ L è ïðîèçâîëüíîìó âåêòîðó v ∈ V òî÷êó a + v ∈ L è îáëàäàþùàÿ

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) a+ ~0 = a äëÿ âñåõ a ∈ L.

(2) (a+ v) + w = a+ (v + w).
(3) Äëÿ âñÿêèõ òî÷åê a, b ∈ L ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âåêòîð v ∈ V òàêîé, ÷òî a+ v = b. Òàêîé âåêòîð

îáîçíà÷àåòñÿ v = b− a.

Îïðåäåëåíèå 4. ÏóñòüW ⊂ V � âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. ÏîäìíîæåñòâîK ⊂ L à��èííîãî ïðîñòðàíñòâà

íàä ïîëåì V íàçûâàåòñÿ à��èííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, ïàðàëëåëüíûì ïîäïðîñòðàíñòâó W , åñëè a+ w ∈ K

äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ K è ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà w ∈ W , è, íàïðîòèâ, äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê a, b ∈ K âåêòîð

b− a ïðèíàäëåæèò W .

Ïðèìåð 6. Ïëîñêîñòü (êàê ìíîæåñòâî òî÷åê) ÿâëÿåòñÿ à��èííûì ïðîñòðàíñòâîì, ïàðàëëåëüíûì âåêòîðíîìó

ïðîñòðàíñòâó R2
� äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè a+ v íà ïëîñêîñòè íóæíî ââåñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò. Âñÿêàÿ

ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ åå à��èííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, ïàðàëëåëüíûì îäíîìó èç âåêòîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

ℓa,b èç ïðèìåðà 5 (ãäå a è b íå ðàâíû îäíîâðåìåííî íóëþ). Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ñàìîãî ïðèìåðà 5, çäåñü

ïðÿìàÿ ìîæåò áûòü èìåííî ëþáîé � íå íóæíî, ÷òîáû îíà ïðîõîäèëà ÷åðåç êàêóþ-òî ñïåöèàëüíóþ òî÷êó

(íà÷àëî êîîðäèíàò).

Ïðèìåð 7. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Îíî èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó à��èííîãî ïðîñòðàíñòâà,

ïàðàëëåëüíîãî ñàìîìó ñåáå: åñëè a ∈ V (òî÷êà, îíà æå âåêòîð!) è v ∈ V , òî a + v ∈ V � ñóììà âåêòîðîâ.

Ñâîéñòâà 1 è 2 à��èííîãî ïðîñòðàíñòâà òîãäà ýêâèâàëåíòíû ñâîéñòâàì 3 è 2 èç òåîðåìû 1 (òî åñòü èç

îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà). Ñâîéñòâî 3: ïîëîæèì b − a
def

= b + (−a), òîãäà a + (b + (−a)) =

(a+ (−a)) + b = ~0 + b = b.

Ïóñòü L � à��èííîå ïðîñòðàíñòâî, ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó V , è ïóñòü a ∈ L (òî÷êà).

Òîãäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ à��èííîãî ïðîñòðàíñòâà ñîîòâåòñòâèå Ra : V → L, ñîïîñòàâëÿþùåå âåêòîðó

v ∈ V òî÷êó a + v ∈ L, ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå çàâèñèò îò

âûáîðà òî÷êè a: åñëè b ∈ L � äðóãàÿ òî÷êà, òî Rb(v) = b+ v = a+ (b − a) + v = Ra((b− a) + v) 6= Ra(v).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü L � à��èííîå ïðîñòðàíñòâî, ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó V . Òîãäà äëÿ

ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W ⊂ V è ëþáîé òî÷êè a ∈ L ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî à��èííîå

ïîäïðîñòðàíñòâî K, ïàðàëëåëüíîå W è ñîäåðæàùåå òî÷êó a.

Ñëåäñòâèå 2. Äâà à��èííûõ ïîäïðîñòðàíñòâàK1,K2 ⊂ L, ïàðàëëåëüíûå îäíîìó è òîìó æå ïîäïðîñòðàíñòâó

W ⊂ V , ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòðàíñòâà K: ïîëîæèì K
def

= {a + w | w ∈ W}. Ïîñêîëüêó
~0 ∈ W , èìååì a = a+~0 ∈ K. Ïóñòü òåïåðü b ∈ K; òîãäà b = a+w äëÿ íåêîòîðîãî w ∈ W . Òåïåðü äëÿ âñÿêîãî

v ∈ W èìååì w+ v ∈ V , òàê ÷òî b+ v = a+ (w+ v) ∈ K. Ñëåäîâàòåëüíî, K � à��èííîå ïîäïðîñòðàíñòâî L,

ïàðàëëåëüíîå W .

Ïóñòü òåïåðü K1,K2 ⊂ L � äâà à��èííûõ ïîäïðîñòðàíñòâà, ïàðàëëåëüíûå W , è a ∈ K1, a ∈ K2. Äëÿ

ëþáîé òî÷êè b ∈ K1 èìååì b = a + w, ãäå w ∈ W . Íî K2 ⊂ L � ïîäïðîñòðàíñòâî, ïàðàëëåëüíîå W , îòêóäà

b ∈ K2. Îáðàòíî, âñÿêàÿ òî÷êà K2 ïðèíàäëåæèò òàêæå è K1, òî åñòü K1 = K2. �


