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Àííîòàöèÿ. Ëèíåéíàÿ äâîéñòâåííîñòü. ßäðî è îáðàç ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Ïðîñòðàíñòâî Lin(V,F) îáîçíà÷àåòñÿ V ∗
è íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì ê V ïðîñòðàíñòâîì; åãî ýëåìåíòû,

êàê óæå ãîâîðèëîñü â ëåêöèè 3, íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè �óíêöèîíàëàìè íà ïðîñòðàíñòâå V .

Ïóñòü V êîíå÷íîìåðíî è v1, . . . , vn ∈ V � áàçèñ. Îáîçíà÷èì vi ∈ V ∗
�óíêöèîíàë, çàäàííûé ðàâåíñòâîì

vi(vj) =

{

1, j = i,

0, j 6= i
(òàêîé �óíêöèîíàë ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí ïî òåîðåìå 2 ëåêöèè 3); çäåñü i = 1, . . . , n.

Òåîðåìà 1. Ýëåìåíòû v1, . . . , vn îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå V ∗
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà f ∈ V ∗
îáîçíà÷èì ñèìâîëîì ϕf ∈ V ∗

ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ f(v1)v
1+

· · ·+ f(vn)v
n
. Òîãäà ϕf (vi) = f(v1)v

1(vi) + · · ·+ f(vi)v
i(vi) + · · ·+ f(vn)v

n(vi) = f(vi).
Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 ëåêöèè 3, äâà �óíêöèîíàëà íà V ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâïàäàþò

èõ çíà÷åíèÿ íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ v1, . . . , vn. Ñëåäîâàòåëüíî, f = ϕf , ïðè÷åì f(v1), . . . , f(vn) � åäèíñòâåííî

âîçìîæíûå êîý��èöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ϕf . Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî v1, . . . , vn ∈ V ∗
� áàçèñ. �

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè V êîíå÷íîìåðíî, òî V ∗
òàêæå êîíå÷íîìåðíî è èìååò òó æå ðàçìåðíîñòü.

Òåîðåìà 1 è ñëåäñòâèå 1 � ÷àñòíûé ñëó÷àé (è íåáîëüøîå óòî÷íåíèå â ýòîì ñëó÷àå) òåîðåìû 4 ëåêöèè 3.

Ïóñòü òåïåðü W ⊂ V � âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Àííóëÿòîðîì W íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî W⊥ def

= {γ ∈
V ∗ | ∀w ∈ W γ(w) = 0} ⊂ V ∗

.

Òåîðåìà 2. W⊥
� âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â V . Åñëè V êîíå÷íîìåðíî, dimV = n è dimW = k, òî

dimW⊥ = n− k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ðàññìîòðèì áàçèñ v1, . . . , vk â

ïîäïðîñòðàíñòâåW ⊂ V . Âåêòîðû ýòîãî áàçèñà ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òàê ÷òî ìîæíî åãî äîïîëíèòü âåêòîðàìè

vk+1, . . . , vn äî áàçèñà â V . Ïóñòü v1, . . . , vn ∈ V ∗
� äâîéñòâåííûé áàçèñ.

Ëèíåéíûé �óíêöèîíàë γ ∈ V ∗
ðàâåí íóëþ íà âñåõ âåêòîðàõ ïðîñòðàíñòâà W (òî åñòü ïðèíàäëåæèò W⊥

)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ðàâåí íóëþ íà âåêòîðàõ ëþáîãî áàçèñà â W � íàïðèìåð, v1, . . . , vk. Åñëè

γ = x1v
1 + · · · + xnv

n
, òî γ(vi) = xi. Ñëåäîâàòåëüíî, γ ∈ W⊥

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x1, . . . , xk = 0, òî
åñòü γ � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ vk+1, . . . , vn ∈ V ∗

. Ýòè âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû (îíè � ÷àñòü

äâîéñòâåííîãî áàçèñà), òàê ÷òî îíè ñîñòàâëÿþò áàçèñ â W⊥
. �

Ïóñòü òåïåðü f : V → W � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Îïðåäåëèì äâîéñòâåííîå ê íåìó ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

f∗ : W ∗ → V ∗
ðàâåíñòâîì (f∗(ℓ))(v) = ℓ(f(v)), ãäå ℓ : W → F � ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé �óíêöèîíàë (ò.å.

ýëåìåíò W ∗
), à v ∈ V � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð (íà êîòîðîì âû÷èñëÿåòñÿ �óíêöèîíàë f∗(ℓ) ∈ V ∗

).

Òåîðåìà 3. Îïåðàöèÿ ñîïðÿæåíèÿ f 7→ f∗
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) Îíà ëèíåéíà: (t1f + t2g)
∗ = t1f

∗ + t2g
∗
.

(2) Îíà àíòèêîììóòèðóåò ñ êîìïîçèöèåé: (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗
.

(3) Åñëè ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ f â áàçèñàõ v1, . . . , vk ∈ W è w1, . . . , wn ∈ W åñòü A = (aij), òî ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå f∗

â äâîéñòâåííûõ áàçèñàõ w1, . . . , wn ∈ W ∗
è v1, . . . , vk ∈ V ∗

èìååò ìàòðèöó A∗ =
(a′ij) èç n ñòðîê è k ñòîëáöîâ, ïîëó÷àþùóþñÿ òðàíñïîíèðîâàíèåì � îòðàæåíèåì A îòíîñèòåëüíî

äèàãîíàëè: a′ij = aji, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ k.

Çäåñü f, g : V → W � ïðîèçâîëüíûå ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, à t1, t2 ∈ F � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé 1 è 2 � óïðàæíåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3: èç òåîðåìû 2 ëåêöèè 3 âûòåêàåò, ÷òî äâà ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëà ñîâïàäàþò, åñëè ñîâïàäàþò

èõ çíà÷åíèÿ íà âåêòîðàõ (ëþáîãî) áàçèñà. Èìååì (f∗(wi))(vj) = wi(f(vj)) = wi(aj1v1 + · · · + ajnvn) =

aj1w
i(v1)+ · · ·+ajnw

i(vn) = aji (÷ëåí wi(vi) = 1, îñòàëüíûå ðàâíû íóëþ). Åñëè òåïåðü ϕ
def

= a1iv
1+ · · ·+aniv

n
,

òî òîæå ïîëó÷àåòñÿ ϕ(vj) = aji (ïðîâåðüòå!), îòêóäà f∗(vi) = ϕ, è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. �

Îïðåäåëèì òåïåðü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà v ∈ V îòîáðàæåíèå Φ(v) : V ∗ → F �îðìóëîé (Φ(v))(γ) =
γ(v), ãäå γ ∈ V ∗

� ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé �óíêöèîíàë íà V (ò.å. ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå V → F).

1



Òåîðåìà 4. (1) Îòîáðàæåíèå Φ(v) : V ∗ → F � ëèíåéíîå, òî åñòü Φ(v) ∈ V ∗∗
(ãäå V ∗∗

def

= Lin(V ∗,F) �
ïðîñòðàíñòâî, äâîéñòâåííîå ê V ∗

).

(2) Îòîáðàæåíèå Φ : V → V ∗∗
(ñîïîñòàâëÿþùåå âåêòîðó v ýîåìåíò Φ(v) ∈ V ∗∗

) � ëèíåéíîå.

(3) Åñëè ïðîñòðàíñòâî V êîíå÷íîìåðíî, òî îòîáðàæåíèå Φ ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì âåêòîðíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ. Åñëè v1, . . . , vn � áàçèñ â V , òî Φ(v1), . . . ,Φ(vn) � áàçèñ â V ∗∗
, äâîéñòâåííûé ê v1, . . . , vn ∈

V ∗
.

(4) Ïóñòü f ∈ Lin(V,W ), ãäå V è W êîíå÷íîìåðíû. Òîãäà èçîìîð�èçì Φ ïåðåâîäèò f â ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå f∗∗ : V ∗∗ → W ∗∗
, äâîéñòâåííîå ê f∗ : W ∗ → V ∗

� òî÷íåå, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f∗∗ ◦ Φ = Φ ◦ f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé 1 è 2 � ëåãêèå óïðàæíåíèÿ.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü v1, . . . , vn � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå V , è ïóñòü x1Φ(v1)+· · ·+xnΦ(vn) = 0, ãäå
x1, . . . , xn ∈ F. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà γ ∈ V ∗

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

0 = x1(Φ(v1))(γ) + · · · + xn(Φ(vn))(γ) = x1γ(v1) + · · · + xnγ(vn) = γ(x1v1 + · · · + xnvn). Â ÷àñòíîñòè, ýòî

âåðíî äëÿ ýëåìåíòîâ äâîéñòâåííîãî áàçèñà: γ = vi, îòêóäà 0 = vi(x1v1 + · · · + xnvn) = xi. Òàêèì îáðàçîì,

âñå êîý��èöèåíòû xi íóëåâûå, òàê ÷òî âåêòîðû Φ(v1), . . . ,Φ(vn) ∈ V ∗∗
ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Íî dimV ∗∗ =

dimV ∗ = dimV = n (ñëåäñòâèå 1), îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî Φ(v1), . . . ,Φ(vn) ∈ V ∗∗
� áàçèñ, à Φ � èçîìîð�èçì

(ïîñêîëüêó ïåðåâîäèò áàçèñ â áàçèñ).

Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî Φ(vi)(v
j) = vj(vi) = 1, åñëè i = j è = 0, åñëè i 6= j.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî áàçèñ Φ(v1), . . . ,Φ(vn) � äâîéñòâåííûé ê v1, . . . , vn. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà v ∈ V è

ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà γ ∈ W ∗
(ò.å. �óíêöèîíàëà γ : W → F) èìååì Φ(v)(f(v))(γ) = γ(f(v)) è, ñ äðóãîé

ñòîðîíû, f∗∗(Φ(v))(γ) = Φ(v)(f∗(γ)) = f∗(γ)(v) = γ(f(v)) = Φ(v)(f(v))(γ), è óòâåðæäåíèå 4 äîêàçàíî. �

Ïóñòü f : V → W � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Íàçîâåì (êàê äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ) îáðàçîì f ìíîæåñòâî

Im f = f(V ) = {f(v) | v ∈ V } ⊂ W , à ÿäðîì f � ìíîæåñòâî Ker f = {v ∈ V | f(v) = 0} ⊂ V (ýòî ïîíÿòèå óæå

èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé).

Ïðèìåð 1. Ïóñòü Π � ïëîñêîñòü (íà êîòîðîé, êàê îáû÷íî, îòìå÷åíà òî÷êà O, ÷òî ïðåâðàùàåò åå â äâóìåðíîå

âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî), f : Π → Π � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà ïðÿìóþ ℓ ⊂ Π, O ∈ ℓ. Îáðàçîì f ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìàÿ ℓ, à ÿäðîì � ïðÿìàÿ ℓ⊥, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ℓ è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó O.

Òåîðåìà 5. ßäðî è îáðàç ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ f ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè â V è W

ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè V êîíå÷íîìåðíî, òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî dim Im f + dimKer f = dimV .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w1, w2 ∈ Im f , òî åñòü w1 = f(v1), w2 = f(v2) äëÿ íåêîòîðûõ v1, v2 ∈ V , è ïóñòü

t1, t2 ∈ F. Òîãäà t1w1 + t2w2 = f(t1v1 + t2v2) ∈ Im f � ñëåäîâàòåëüíî, Im f ⊂ W ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî.

�àññóæäåíèå äëÿ ÿäðà àíàëîãè÷íîå (ïðîäåëàéòå!).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà �îðìóëû äëÿ ðàçìåðíîñòåé îáîçíà÷èì n
def

= dimV , k
def

= dimKer f (ÿäðî êîíå÷íîìåðíî,
ïîñêîëüêó V êîíå÷íîìåðíî, è k ≤ n) è âûáåðåì áàçèñ v1, . . . , vk â ïîäïðîñòðàíñòâåKer f ⊂ V . Áàçèñ � ëèíåéíî

íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, è ïîýòîìó åå ìîæíî äîïîëíèòü âåêòîðàìè vk+1, . . . , vn ∈ V äî áàçèñà â V .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà v = x1v1 + · · · + xkvk + xk+1vk+1 + · · · + xnvn èìååì f(v) = xk+1f(vk+1) + · · · +
xnf(vn), îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî Im f ⊂ W ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé âåêòîðîâ f(vk+1), . . . , f(vn) (è,
ñëåäîâàòåëüíî, êîíå÷íîìåðíî, äàæå åñëè W áåñêîíå÷íîìåðíî!).

Ïóñòü òåïåðü ìåæäó âåêòîðàìè f(vk+1), . . . , f(vn) èìååòñÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü: ak+1f(vk+1) + · · · +
anf(vn) = 0. Òîãäà 0 = f(ak+1vk+1 + · · · + anvn), òî åñòü ak+1vk+1 + · · · + anvn ∈ Ker f . Íî áàçèñ â Ker f
ñîñòàâëÿþò âåêòîðû v1, . . . , vk, òàê ÷òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè ak+1 = · · · = an = 0. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû

f(vk+1), . . . , f(vn) ëèíåéíî íåçàâèñèìû è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîñòàâëÿþò áàçèñ â ñâîåé ëèíåéíîé îáîëî÷êå, òî åñòü

â Im f . Ïîëó÷àåòñÿ dim Im f = n− k = dimV − dimKer f . �

Òåîðåìà 6. Ïóñòü f ∈ Lin(V,W ), ãäå V è W êîíå÷íîìåðíû. Òîãäà (Im f)⊥ = Ker f∗
è (Ker f)⊥ = Im f∗

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî (Im f)⊥ = Ker f∗
. Ïóñòü γ ∈ W ∗

� ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé �óíêöèîíàë íà

W ; âêëþ÷åíèå γ ∈ (Im f)⊥ ⊂ W ∗
îçíà÷àåò, ÷òî γ(w) äëÿ ëþáîãî w ∈ Im f , òî åñòü γ(f(v)) = 0 äëÿ ëþáîãî

v ∈ V . Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîãî v ∈ V èìååì f∗(γ)(v) = γ(f(v)) = 0, òî åñòü γ ∈ Ker f∗
.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî Im f∗ ⊂ (Ker f)⊥. Ïóñòü λ ∈ V ∗
� ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé �óíêöèîíàë íà V ;

âêëþ÷åíèå λ ∈ Im f∗
îçíà÷àåò, ÷òî λ = f∗(γ) äëÿ íåêîòîðîãî γ ∈ W ∗

. Ïóñòü òåïåðü v ∈ Ker f , òî åñòü

f(v) = 0. Òîãäà λ(v) = f∗(γ)(v) = γ(f(v)) = 0, òî åñòü γ ∈ (Ker f)⊥.
Ïóñòü dimV = n è dimW = m. Îáîçíà÷èì k = dimKer f , òîãäà dim Im f = n − k ïî òåîðåìå 5. Îòñþäà

âûòåêàåò, ÷òî dim(Im f)⊥ = m−n+k ïî òåîðåìå 2 (íàïîìíèì, ÷òî Im f ⊂ W ) � ñëåäîâàòåëüíî, è dimKer f∗ =
m − n + k ñîãëàñíî äîêàçàííîìó â ïåðâîì àáçàöå. Íî òîãäà dim Im f∗ = n − k ïî òåîðåìå 5 (ïðèìåíåííîé ê

ëèíåéíîìó îòîáðàæåíèþ f∗
). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå 2 ïîëó÷àåì dim(Ker f)⊥ = n−k = dim Im f∗

, òàê

÷òî äîêàçàííîå âûøå âêëþ÷åíèå Im f∗ ⊂ (Ker f)⊥ íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì. �


