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Àííîòàöèÿ. Îïðåäåëèòåëè.

0. Ïðèìåð: îðèåíòèðîâàííûå ïëîùàäè

Íàïîìíèì, ÷òî â ëåêöèè 7 ìû ââåëè ïîíÿòèå îðèåíòèðîâàííîãî îáúåìà è â îäíîì ñëó÷àå � â ïðîñòðàíñòâå

ðàçìåðíîñòè n = 2 � ïîñòðîèëè ïðèìåð îðèåíòèðîâàííîãî îáúåìà. Ïîñòðîåíèå, îäíàêî, íå ñëèøêîì ñòðîãîå,

ò.ê. èñïîëüçóåò ïîíÿòèå ïëîùàäè ïëîñêîé �èãóðû, êîòîðîå ìû íå îïðåäåëÿëè. Îêàçûâàåòñÿ, îäíàêî, ÷òî

äîêàçàííûå â òîé æå ëåêöèè ñâîéñòâà îðèåíòèðîâàííîãî îáúåìà ïîçâîëÿþò îïèñàòü åãî â ýòîì ñëó÷àå ïîëíîñòüþ

� ïåðå÷èñëèòü ÿâíî âñå îðèåíòèðîâàííûå îáúåìû.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü e1, e2 � áàçèñ â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä R. Ïàðó ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ

ðàçëîæèì ïî ýòîìó áàçèñó: a1 = a11e1+a12e2, a2 = a21e1+a22e2. Òîãäà Vol2(a1, a2) = Vol2(a11e1+a12e2, a21e1+
a22e2) = Vol2(a11e1, a21e1) + Vol2(a11e1, a22e2) + Vol2(a12e2, a21e1) + Vol2(a12e2, a22e2) = a11a21 Vol2(e1, e1) +
a11a22 Vol2(e1, e2) + a12a21 Vol2(e2, e1) + a12a22 Vol2(e2, e2). Ïî ëåììå 3 ëåêöèè 7 ïåðâîå è ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå

ðàâíû íóëþ, à ïî ëåììå 5 ëåêöèè 7 êîý��èöèåíòû â äâóõ îñòàâøèõñÿ îòëè÷àþòñÿ çíàêîì. Òåì ñàìûì

îêîí÷àòåëüíî âûõîäèò, ÷òî

(1) Vol2(a1, a2) = (a11a22 − a12a21)Vol2(e1, e2).

Òåì ñàìûì åñëè èçâåñòíî ÷èñëî Vol2(e1, e2), òî �óíêöèÿ Vol2 îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî. Ñàìî ýòî ÷èñëî ìîæåò
áûòü ëþáûì: äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñÿêîé êîíñòàíòû Vol2(e1, e2) ìîæíî îïðåäåëèòü �óíêöèþ Vol2 �îðìóëîé
(1). Êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, îíà îáëàäàåò âñåìè òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè:

Îäíîðîäíîñòü: î÷åâèäíî, ta1 = (ta11)e1 + (ta12)e2, îòêóäà Vol2(ta1, a2) = (ta11a12 − ta12a21)Vol2(e1, e2) =
tVol2(a1, a2), è àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî àðãóìåíòà.

Âòîðîå ñâîéñòâî (ñëîæåíèå àðãóìåíòîâ): î÷åâèäíî, a1 + a2 = (a11 + a21)e1 +(a12 + a22)e2, îòêóäà Vol2(a1 +
a2, a2) = ((a11+a21)a22− (a12+a22)a21)Vol2(e1, e2) = (a11a22−a12a21)Vol2(e1, e2) = Vol2(a1, a2), è àíàëîãè÷íî
äëÿ âòîðîãî àðãóìåíòà.

Òàêèì îáðàçîì, âñåâîçìîæíûå îðèåíòèðîâàííûå îáúåìû (ïëîùàäè) íà ïëîñêîñòè îòëè÷àþòñÿ ìíîæèòåëåì

(îáðàçóþò îäíîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî)

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè òîæå âåðíû, íî òðåáóþò àëãåáðàè÷åñêîé ïîä-

ãîòîâêè.

1. Àëãåáðàè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå: îïðåäåëèòåëè

Ñâîéñòâà îðèåíòèðîâàííîãî îáúåìà, îïèñàííûå â ëåêöèè 7, ïîêàçûâàþò, ÷òî èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü åãî

àíàëîã äëÿ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Fn
íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì F. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ �óíêöèÿ (ñ �èêñèðî-

âàííîé íîðìèðîâêîé, ñì. íèæå) íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì è îáîçíà÷àåòñÿ det. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî åñëè F 6= R,

òî îïðåäåëèòåëü óæå íå èìååò ïðÿìîãî îòíîøåíèÿ ê îáúåìó (äàæå äëÿ F = C).

Îïðåäåëåíèå 1. Îïðåäåëèòåëåì íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ det : (Fn)n → F (òî åñòü F-çíà÷íàÿ �óíêöèÿ n
àðãóìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ � âåêòîð â Fn

), óäîâëåòâîðÿþùàÿ îïðåäåëåíèþ îðèåíòèðîâàííîãî îáúåìà

è òàêàÿ, ÷òî det(e1, . . . , en) = 1, ãäå e1, . . . , en ∈ Fn
� ñòàíäàðòíûé áàçèñ (ei = (0, . . . , 1, . . . , 0), ãäå 1 ñòîèò íà

i-îì ìåñòå; i = 1, . . . , n).

Ïóñòü a1, . . . , an ∈ Fn
� ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû (êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ ðàâíî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà,

ýòî âàæíî!). Åñëè ai = (ai1, . . . , ain) � êîîðäèíàòû i-ãî âåêòîðà, òî âñå ýòè êîîðäèíàòû ìîæíî ñîáðàòü â

êâàäðàòíóþ (n × n) ìàòðèöó A = (aij)
1≤j≤n
1≤i≤n (ò.å. âåêòîðû a1, . . . , an � ñòðîêè ìàòðèöû A). Òîãäà ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî det � �óíêöèÿ Mat(n, n,F) → F, îïðåäåëåííàÿ íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö n × n,
ýëåìåíòû êîòîðûõ ëåæàò â ïîëå F. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò detA âìåñòî det(a1, . . . , an) (è ýòî áîëåå ÷àñòîå

îáîçíà÷åíèå).

Òåîðåìà 1. (1) Ôóíêöèÿ det ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà. Èìååò ìåñòî �îðìóëà

(2) detA =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) . . . anσ(n).
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(2) Åñëè Voln : Fn → F � ïðîèçâîëüíûé îðèåíòèðîâàííûé îáúåì, òî

Voln(a1, . . . , an) = detA ·Voln(e1, . . . , en),

ãäå e1, . . . , en � ñòàíäàðòíûé áàçèñ.

(3) detAB = detAdetB, ãäå A,B ∈ Mat(n, n,F) � ïðîèçâîëüíûå ìàòðèöû n× n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì (âðåìåííî) P (A) ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2) è äîêàæåì âíà÷àëå óòâåðæäåíèå

2 (ïðî îðèåíòèðîâàííûé îáúåì), ãäå ïîä detA áóäåì ïîíèìàòü P (A) (òîò �àêò, ÷òî ýòî îäíî è òî æå, ìû

äîêàæåì ïîçäíåå). Ñîãëàñíî ëåììå 4' ëåêöèè 7, îðèåíòèðîâàííûé îáúåì Voln ëèíååí ïî êàæäîìó àðãóìåíòó.

Ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî ê ïåðâîìó, âòîðîìó è òàê äàëåå àðãóìåíòó âûðàæåíèÿ

Voln(a1, . . . , an) = Voln(a11e1+ · · ·+ a1nen, . . . , an1e1+ · · ·+ annen), ïîëó÷èì â êîíöå êîíöîâ Voln(a1, . . . , an) =
∑

σ a1σ(1) . . . anσ(n) Voln(eσ(1), . . . , eσ(n)), ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì îòîáðàæåíèÿì σ : {1, . . . , n} →
{1, . . . , n}. Åñëè îòîáðàæåíèå σ � íå áèåêöèÿ, òî ñðåäè âåêòîðîâ eσ(1), . . . , eσ(n) åñòü îäèíàêîâûå, òàê ÷òî

èç ëåììû 3 ëåêöèè 7 âûòåêàåò, ÷òî Voln(eσ(1), . . . , eσ(n)) = 0 � ñîîòâåòñòâóþùèé ÷ëåí â ñóììó íå âõîäèò.

Åñëè æå σ � áèåêöèÿ (òî åñòü ïåðåñòàíîâêà), òî, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4 èç ëåêöèè 7, Voln(eσ(1), . . . , eσ(n)) =
sgn(σ)Voln(e1, . . . , en), ÷òî è äàåò ðàâåíñòâî Voln(a1, . . . , an) = P (A)Voln(e1, . . . , en).

Èç ýòîãî íåìåäëåííî âûòåêàåò åäèíñòâåííîñòü det: ïî îïðåäåëåíèþ, det � îðèåíòèðîâàííûé îáúåì, òàê

÷òî îí óäîâëåòâîðÿåò óòâåðæäåíèþ 2. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî det(e1, . . . , en) = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî det(a1, . . . , an)
çàäàåòñÿ �îðìóëîé (2) è, ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñòâåí.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîñòî îïðåäåëèì �óíêöèþ det �îðìóëîé (2) è ïðîâåðèì, ÷òî îíà

îáëàäàåò òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè. Ñâîéñòâî det(e1, . . . , en) = 1 î÷åâèäíî: â ýòîì ñëó÷àå A � åäèíè÷íàÿ

ìàòðèöà, è ñóììà (2) ñîäåðæèò òîëüêî îäíî íåíóëåâîå ñëàãàåìîå a11a22 . . . ann = 1.
Ïðîâåðèì ñâîéñòâî îäíîðîäíîñòè. Çàìåòèì, ÷òî â êàæäûé ìîíîì ñóììû (2) âõîäèò (â ñòåïåíè 1) ðîâíî

îäíà êîîðäèíàòà îò êàæäîãî èç n âåêòîðîâ a1, . . . , an. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé òàêîé ìîíîì êàê �óíêöèÿ

îò a1, . . . , an îäíîðîäåí ïî êàæäîìó àðãóìåíòó: åñëè ai = tb, òî åñòü aij = tbj äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n, òî
a1σ(1) . . . aiσ(i) . . . anσ(n) = ta1σ(1) . . . bσ(i) . . . anσ(n). Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿ ñóììà (2) òîæå îäíîðîäíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ñâîéñòâà îðèåíòèðîâàííîãî îáúåìà (ïîäñòàíîâêà ñóììû àðãóìåíòîâ) âû÷èñëèì:

det(a1, . . . , ai + aj , . . . , aj , . . . , an) =
∑

σ sgn(σ)a1σ(1) . . . (aiσ(i) + ajσ(i)) . . . ajσ(j) . . . anσ(n) = det(a1, . . . , an) +
∑

σ sgn(σ)a1σ(1) . . . ajσ(i) . . . ajσ(j) . . . anσ(n); îáîçíà÷èì ñóììó âî âòîðîì ñëàãàåìîì Z è äîêàæåì, ÷òî îíà ðàâíà

íóëþ. Ñëàãàåìûå â Z, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåñòàíîâêàì σ è σ(ij), îòëè÷àþòñÿ çíàêîì � ïåðåìåííûå òàì îäíè

è òå æå, à ÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâîê ðàçíàÿ ïî òåîðåìå 2 ëåêöèè 7. Î÷åâèäíî, âñå ïåðåñòàíîâêè ìîæíî ðàçáèòü

íà ïàðû, ãäå â êàæäóþ ïàðó âõîäèò êàêàÿ-òî ïåðåñòàíîâêà σ è ïåðåñòàíîâêà σ(ij) (ïîâòîðíîå óìíîæåíèå íà
(ij) äàåò îïÿòü ïåðåñòàíîâêó σ). Ñëàãàåìûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåñòàíîâêàì èç êàæäîé ïàðû, ñîêðàùàþòñÿ,

ïîýòîìó Z = 0 è âòîðîå ñâîéñòâî îðèåíòèðîâàííîãî îáúåìà äëÿ îïðåäåëèòåëÿ äîêàçàíî.

Òåì ñàìûì �îðìóëà (2) çàäàåò îðèåíòèðîâàííûé îáúåì � ìû äîêàçàëè òåì ñàìûì, ÷òî îïðåäåëèòåëü

ñóùåñòâóåò.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 3 (îá îïðåäåëèòåëå ïðîèçâåäåíèÿ) ðàññìîòðèì �óíêöèþ n àðãóìåíòîâ-

âåêòîðîâ f(a1, . . . , an) = det(Ba1, . . . , Ban) = detAB (íàïîìíèì, ÷òî a1, . . . , an � ñòðîêè ìàòðèöû A). Î÷å-
âèäíî, f îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè îðèåíòèðîâàííîãî îáúåìà, òàê ÷òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2 òåîðåìû

èìååì detAB = f(a1, . . . , an) = detA · f(e1, . . . , en) = detAdetB. �

Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R. Îíî äâóìåðíî;

áàçèñ â íåì ñîñòàâëÿþò ÷èñëà 1 è i: êîìïëåêñíîå ÷èñëî ïî îïðåäåëåíèþ åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì çàïèñûâàåòñÿ

â âèäå a+ bi, a, b ∈ R. (C òàêæå ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä C, íî ýòî íàì ñåé÷àñ íå

òàê âàæíî.) Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî z ∈ C îáîçíà÷èìMz : C → C îòîáðàæåíèå óìíîæåíèÿ íà z:Mz(w) = zw. Îíî

ëèíåéíî íàä R (íàä C òîæå ëèíåéíî, íî íàì íóæíî íå ýòî), è åå ìàòðèöà â áàçèñå 1, i åñòü Mz =

(

a b
−b a

)

.

Òîãäà detMz = a2 + b2 (ïðîâåðüòå!), òî åñòü detMz = |z|
2
.

Èç îïðåäåëåíèÿ Mz âûòåêàåò, ÷òî Mz1Mz2 = Mz1z2 . Èç óòâåðæäåíèÿ 3 òåîðåìû ñëåäóåò òåïåðü, ÷òî

|z1z2| = (detMz1z2)
1/2 = (detMz1Mz2)

1/2 = (detMz1)
1/2(detMz2)

1/2 = |z1| |z2|. Êîíå÷íî, ýòî óòâåðæäåíèå

ìîæíî ïðîâåðèòü è íåïîñðåäñòâåííî, íî òîãäà çàìå÷àíèå, ÷òî |z1z2|
2

= (a1a2 − b1b2)
2 + (a1b2 + a2b1)

2

ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ìíîæèòåëè (ðàâíî (a21 + b21)(a
2
2 + b22) = |z1|

2
|z2|

2
) âûãëÿäèò ñëó÷àéíûì âåçåíèåì, â òî

âðåìÿ êàê äîêàçàòåëüñòâî ïðè ïîìîùè îïðåäåëèòåëÿ ðàñêðûâàåò åãî ñìûñë.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ìàòðèöà A îáðàòèìà, òî detA−1 = 1/ detA.

Äîêàçàòåëüñòâî. AA−1 = I (åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà), òàê ÷òî detAdetA−1 = det I = 1. �

Ñëåäñòâèå 2. (1) Åñëè ìàòðèöà A îáðàòèìà, òî detA 6= 0.
(2) det(a1, . . . , an) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû a1, . . . , an ëèíåéíî çàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå 1 âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 2 ðàññìîòðèì

ëèíåéíûé îïåðàòîð A, ïåðåâîäÿùèé ñòàíäàðòíûé áàçèñ e1, . . . , en ∈ Fn
â a1, . . . , an. Åñëè âåêòîðû a1, . . . , an



ëèíåéíî íåçàâèñèìû (òî åñòü îáðàçóþò áàçèñ â Fn
, òî îïåðàòîð A îáðàòèì � îáðàòíûé îïåðàòîð A−1

ïåðåâîäèò áàçèñ a1, . . . , an â e1, . . . , en. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî detA 6= 0. Åñëè æå a1, . . . , an ëèíåéíî çàâèñèìû,

òî detA = 0 ïî ëåììå 3 èç ëåêöèè 7. �

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü V � n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F, v1, . . . , vn ∈ V � áàçèñ, à A :
V → V � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Òîãäà îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû îïåðàòîðà A â áàçèñå v1, . . . , vn íå çàâèñèò îò

áàçèñà (ò.å. äëÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà A â äðóãîì áàçèñå îïðåäåëèòåëü áóäåò òàêèì æå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u1, . . . , un ∈ V � äðóãîé áàçèñ â V , è X = (xij) � ìàòðèöà çàìåíû áàçèñà (ò.å.

ui = xi1v1 + · · · + xinvn äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n). Ïóñòü Av, Au � ìàòðèöû îïåðàòîðà A â áàçèñàõ v è u
ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî çàäà÷å 3 ëèñòêà 3 ìàòðèöû ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì Au = XAvX

−1
, îòêóäà ñîãëàñíî

ñëåäñòâèþ 1 ïîëó÷àåì detAu = detX detAv(detX)−1 = detAv. �

Ñëåäñòâèå 3 îçíà÷àåò, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû îïåðàòîðàA : V → V � õàðàêòåðèñòèêà ñàìîãî îïåðàòîðà

(à íå áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå). Ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü çàäàòü ýòîò îïðåäåëèòåëü, íå ïðèáåãàÿ ê áàçèñàì, îíà

áóäåò èçó÷åíà â êóðñå àëãåáðû (ãðàññìàíîâû ìíîãî÷ëåíû è âíåøíèå ñòåïåíè).


