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Àííîòàöèÿ. Ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà è ïðîåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ. Íîðìàëèçàòîð ãèïåðïëîñêîñòè â ïðîåêòèâíîé

ãðóïïå.

1. Ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà

Ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî

ïðîåêòèâèçàöèÿ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Âåðëèáð.

Ïðîåêòèâèçàöèåé âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V (íàä ïîëåì F) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî PV , ýëåìåíòàìè êîòîðîãî
ÿâëÿþòñÿ îäíîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ℓ ⊂ V (ò.å. ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò). Ïðîåêòèâíûì

ïîäïðîñòðàíñòâîì Q ⊂ PV íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâèçàöèÿ âåêòîðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W ⊂ V : Q = PW . Åñëè

ïðîñòðàíñòâî V êîíå÷íîìåðíî, òî ðàçìåðíîñòüþ ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà PV íàçûâàåòñÿ ÷èñëî dimV − 1.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü V = Fn+1
(èëè ïðîñòî dim V = n + 1, è V îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ Fn+1

ïóòåì âûáîðà áàçèñà),

è ïóñòü ℓ ∈ PFn+1
(òî åñòü ℓ ⊂ Fn+1

� ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç 0). Ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð x =
(x0, x1, . . . , xn) ∈ ℓ îïðåäåëÿåò ïðÿìóþ ℓ, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò (ñëóæèò â íåé áàçèñîì); ïðè ýòîì ïðÿìàÿ

îïðåäåëÿåò íåíóëåâîé âåêòîð ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ïðîèçâîëüíóþ íåíóëåâóþ êîíñòàíòó. Ïîýòîìó

ïèøóò ℓ = [x0 : x1 : · · · : xn], ïðè ýòîì [x0 : x1 : · · · : xn] = [tx0 : tx1 : · · · : txn] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

t 6= 0. Èíûìè ñëîâàìè, PFn+1
ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê �àêòîð ìíîæåñòâà Fn+1 \ {0} ïî �ðàñòÿæåíèÿì�:

(x0, x1, . . . , xn) ∼ (tx0, tx1, . . . , txn), ∀t ∈ F \ {0}. ×àñòî âìåñòî PFn+1
ïèøóò FPn

.

Ïóñòü µ : V → F � íåíóëåâîé ëèíåéíûé �óíêöèîíàë, è W = µ−1(0)
def

= {v ∈ V | µ(v) = 0} �

âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. (Òàêîå âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî � ìíîæåñòâî íóëåé ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà

� íàçûâàåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ â V ; åñëè V êîíå÷íîìåðíî, òî W ⊂ V � ãèïåðïëîñêîñòü òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà dimW = dimV − 1.) �àññìîòðèì òàêæå ìíîæåñòâî L = µ−1(1) � à��èííîå ïîäïðîñòðàíñòâî,

ïàðàëëåëüíîå W . Åñëè ℓ ⊂ V \ W � ïðÿìàÿ, è v ∈ ℓ � íåíóëåâîé âåêòîð, òî µ(v) 6= 0. Îòñþäà âûòåêàåò,

÷òî ℓ ïåðåñåêàåò ïðîñòðàíñòâî L â åäèíñòâåííîé òî÷êå v/µ(v); îáðàòíî, åñëè v ∈ L, òî ïðÿìàÿ 〈v〉 ⊂ V \W .

Òåì ñàìûì ìû îòîæäåñòâèëè ðàçíîñòü PV \ PW ñ à��èííûì ïðîñòðàíñòâîì L, ïàðàëëåëüíûì âåêòîðíîìó

ïðîñòðàíñòâó W .

Ïðèìåð 1, ïðîäîëæåíèå. Äëÿ âñÿêîãî i = 0, . . . , n íà ïðîñòðàíñòâå Fn+1
îïðåäåëåí �óíêöèîíàë, ñîïîñòàâëÿþùèé

âåêòîðó åãî i-þ êîîðäèíàòó: µi((x0, . . . , xn)) = xi. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè i = 0; òîãäà W = µ−1

0 (0) ⊂
Fn+1

ñîñòîèò èç âåêòîðîâ âèäà (0, x1, . . . , xn), à L = µ−1

0 (1) ⊂ Fn+1
� èç âåêòîðîâ âèäà (1, x1, . . . , xn).

Îòîáðàæåíèå FPn \ PW → L ïåðåâîäèò, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, òî÷êó [x0 : x1 : · · · : xn], x0 6= 0, â òî÷êó

(1, x1/x0, . . . , xn/x0).
Åñòü î÷åâèäíîå îòîæäåñòâëåíèå L ñ Fn

(âû÷åðêèâàåì åäèíèöó â íà÷àëå âåêòîðà). Òåì ñàìûì ïîëó÷àåòñÿ

ðàçëîæåíèå FPn = Fn ⊔ FPn−1
. Åñëè x0 → 0 (à îñòàëüíûå xi îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè; çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì

íà ñåêóíäó, ÷òî F = R èëè C), òî xi/x0 → ∞; â ñâÿçè ñ ýòèì ïðîåêòèâíóþ ãèïåðïëîñêîñòü PW = FPn−1 =
{[0 : x1 : · · · : xn] | x1, . . . , xn ∈ F} íàçûâàþò áåñêîíå÷íî óäàëåííîé.

�àçëîæåíèå FPn = Fn ⊔FPn−1
ìîæíî ïðîäîëæèòü: FPn = Fn ⊔FPn−1 = Fn ⊔Fn−1 ⊔FPn−2 = Fn ⊔ Fn−1 ⊔

· · · ⊔ F1 ⊔ FP 0
; ïîñëåäíåå ïðîñòðàíñòâî � òî÷êà [0 : 0 : · · · : 0 : 1].

�àññìîòðèì ïîäðîáíåå ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé.

1.1. Ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå n = 1 ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî (ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ)

FP 1 = P(F2) = {[x0 : x1]} ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà L = {[x0 : x1] | x0 6= 0} �îáûêíîâåííûõ òî÷åê� è åäèíñòâåííîé
�áåñêîíå÷íî óäàëåííîé� òî÷êè [0 : 1]. Ìíîæåñòâî L íàõîäèòñÿ â åñòåñòâåííîì âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè

ñ ïîëåì F (êîòîðîå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îäíîìåðíîå à��èííîå ïðîñòðàíñòâî íàä ñîáîé): [x0 : x1] = [1 : x1/x0],
òàê ÷òî òî÷êå [x0 : x1] ñîïîñòàâëÿåòñÿ åå �êîîðäèíàòà� x1/x0. Áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà [0 : 1] (÷àñòî
îáîçíà÷àåìàÿ ∞) � ïðîåêòèâèçàöèÿ ïðÿìîé W = {(0, x1) | x1 ∈ F}.

Åñëè F = R èëè C, è âåêòîð v = (x0, x1) ∈ F2 \ {(0, 0)} ñòðåìèòñÿ ê �âåðòèêàëüíîìó�: x0 → 0, x1 → x∗

1 6= 0,
òî ñîäåðæàùàÿ åãî ïðÿìàÿ [x0 : x1] ñòðåìèòñÿ ê [0 : x∗

1] = [0 : 1] = ∞ ∈ FP 1
, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ îáîçíà÷åíèåì

x1/x0 → ∞.
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Çàìå÷àíèå ìåëêèì øðè�òîì äëÿ òåõ, êòî çíàêîì ñ îñíîâàìè òîïîëîãèè . Ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ FP 1
ñîñòîèò, êàê

ïîêàçàíî âûøå, èç îáû÷íîé ïðÿìîé F è äîïîëíèòåëüíîé òî÷êè ∞. Ïóñòü F = R èëè C. Íàäåëèì ïðîåêòèâíîå

ïðîñòðàíñòâî FPn
òîïîëîãèåé, âçÿâ åå èç ïðîñòðàíñòâà F

n+1 \ {0} (òîïîëîãèÿ �àêòîðïðîñòðàíñòâà): îêðåñòíîñòüþ

òî÷êè [x0 : · · · : xn] ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê [y0 : · · · : yn], ãäå òî÷êà (y0, . . . , yn)
ïðîáåãàåò íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè (x0, . . . , xn) ∈ F

n+1\{0}. Èç ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî R > 0
ìíîæåñòâî UR, ñîñòîÿùåå èç òî÷êè ∞ = [0 : 1] ∈ FP 1

è âñåõ òî÷åê [1 : t], ãäå |t| > R ( |·| � ìîäóëü äåéñòâèòåëüíîãî

èëè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà), ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè ∞; áîëåå òîãî, ëþáàÿ îêðåñòíîñòü ∞ ñîäåðæèò êàêóþ-íèáóäü

UR (äîêàæèòå!). Îòñþäà âûòåêàåò (ïî÷åìó?), ÷òî âåùåñòâåííàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ RP 1 = R ⊔ {∞} ãîìåîìîð�íà

îêðóæíîñòè, à êîìïëåêñíàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ CP 1 = C ⊔ {∞} = R
2 ⊔ {∞} � äâóìåðíîé ñ�åðå.

1.2. Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü. Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü FP 2 = F 2⊔FP 1
ñîñòîèò èç �îáû÷íûõ òî÷åê�, îáðàçóþùèõ

à��èííóþ ïëîñêîñòü F 2 = {[x0 : x1 : x2] = [1 : x1/x0 : x2/x0]}, x0 6= 0, è áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïðîåêòèâíîé

ïðÿìîé FP 1 = {[0 : x1 : x2]}. Åñëè W ⊂ F3
� äâóìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî (ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç

íà÷àëî êîîðäèíàò), òî åãî ïðîåêòèâèçàöèÿ PW ⊂ FP 2
� ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Â

÷àñòíîñòè, áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ ïðÿìàÿ � ïðîåêòèâèçàöèÿ ïëîñêîñòè {(0, x1, x2) | x1, x2 ∈ F} ⊂ F3
.

Åñëè W1,W2 ⊂ F3
� äâå íåñîâïàäàþùèõ ïëîñêîñòè, òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà èõ îáúåäèíåíèÿ 〈W1 ∪W2〉 =

F3
. (Äåéñòâèòåëüíî, 〈W1 ∪ W2〉 � âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå W1 è W2, íî íå ñîâïàäàþùåå

ñ íèìè � ïîñêîëüêó äîëæíî ñîäåðæàòü èõ îáà. Çíà÷èò, dim〈W1 ∪ W2〉 áîëüøå 2, òî åñòü ðàâíà 3.) Òîãäà
dim(W1 ∩ W2) = dimW1 + dimW2 − dim〈W1 ∪ W2〉 = 2 + 2 − 3 = 1 � ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé.

Çíà÷èò, ëþáûå äâå íåñîâïàäàþùèå ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ

òî÷êó. Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî �äâîéñòâåííîå� óòâåðæäåíèå: ÷åðåç ëþáûå äâå íåñîâïàäàþùèå òî÷êè íà

ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïðîõîäèò ðîâíî îäíà ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ.

Âñÿêàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ ℓ ⊂ FP 2
èìååò, òåì ñàìûì, îäíó îáùóþ òî÷êó ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïðÿìîé

ℓ∞ � áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó a = ℓ ∩ ℓ∞. Äîïîëíåíèå FP 2 \ ℓ∞ = F 2
� à��èííàÿ ïëîñêîñòü, â

êîòîðîé äîïîëíåíèå ℓ \ {a} ⊂ F2
� à��èííàÿ ïðÿìàÿ. Âåðíî è îáðàòíîå (äîêàæèòå!): êàæäóþ à��èííóþ

ïðÿìóþ m ⊂ F2
ìîæíî äîïîëíèòü òî÷êîé áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïðÿìîé è ïîëó÷èòü ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ.

Åñëè òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ a = ℓ1 ∩ ℓ2 äâóõ ïðîåêòèâíûõ ïðÿìûõ ëåæèò íà áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïðÿìîé, òî

ñîîòâåòñòâóþùèå à��èííûå ïðÿìûå ℓ1 \ {a} è ℓ2 \ {a} íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî åñòü ïàðàëëåëüíû.
Íà ýòîì îñíîâàíî ñòàðèííîå îïðåäåëåíèå ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè: ìû äîáàâëÿåì ê òî÷êàì îáû÷íîé ïëîñêîñòè

�áåñêîíå÷íî óäàëåííûå� (èëè �èäåàëüíûå�) òî÷êè. À èìåííî, çàìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ

íà ïëîñêîñòè (è â ëþáîì à��èííîì ïðîñòðàíñòâå) � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè; òàêèì îáðàçîì, âñå ïðÿìûå

ðàçáèâàþòñÿ íà êëàññû ïàðàëëåëüíîñòè (�ñâÿçêè�, �ïó÷êè�, �ïåíñèëû� � íàçûâàþò èõ ïî-ðàçíîìó): âñå ïðÿìûå

â îäíîì êëàññå ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó, à â ïðÿìûå ðàçíûõ êëàññîâ íå ïàðàëëåëüíû. Òàêîé êëàññ ïàðàëëåëüíîñòè

è íàçîâåì �èäåàëüíîé� òî÷êîé; ïîñëå ýòîãî ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé ìû áóäåì íàçûâàòü îáû÷íóþ ïðÿìóþ ℓ ïëþñ
áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà � êëàññ ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ ℓ. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ

òî÷åê ìû òîæå áóäåì ñ÷èòàòü ïðÿìîé (áåñêîíå÷íî óäàëåííîé).

Äîñòîèíñòâî ýòîãî ïîäõîäà â åãî íàãëÿäíîñòè è â òîì, ÷òî íå íóæíî ðàññìàòðèâàòü òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî

F3
. Âîò êàê, íàïðèìåð, âûãëÿäèò óòâåðæäåíèå, ÷òî äâå ðàçëè÷íûå ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå âñåãäà ïåðåñåêàþòñÿ

â îäíîé òî÷êå: åñëè ïðÿìûå ℓ1 è ℓ2 � îáû÷íûå è íå ïàðàëëåëüíû, òî îíè ïåðåñåêàþòñÿ â îáû÷íîé òî÷êå

íà ïëîñêîñòè; åñëè îáû÷íûå è ïàðàëëåëüíû, òî èìåþò îáùóþ �èäåàëüíóþ� òî÷êó (ïîñêîëüêó ïðèíàäëåæàò

îäíîìó êëàññó). Åñëè îäíà èç ïðÿìûõ (ñêàæåì, ℓ2) � áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ, òî îáùàÿ òî÷êà � èäåàëüíàÿ

òî÷êà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé êëàññ ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ ℓ1. �àçáåðèòåñü ñàìîñòîÿòåëüíî, êàê íà ýòîì

ÿçûêå âûãëÿäèò óòâåðæäåíèå, ÷òî ÷åðåç ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè (îáû÷íûå èëè èäåàëüíûå!) ïðîõîäèò

ðîâíî îäíà ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ.

Íåäîñòàòîê �ñòàðèííîãî� ïîäõîäà â òîì, ÷òî ñîçäàåòñÿ èëëþçèÿ, áóäòî áåñêîíå÷íî óäàëåííûå òî÷êè è

ïðÿìûå ýòî íå÷òî îñîáåííîå. Íà ñàìîì äåëå ýòî íå òàê � âñå òî÷êè è ïðÿìûå íà ïðîåêòâíîé ïëîñêîñòè

(è â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå ëþáîé ðàçìåðíîñòè) �ïðîåêòèâíî îäèíàêîâû� � ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà

ïðîåêòèâíûìè îòîáðàæåíèÿìè; ñì. ñëåäóþùèé ðàçäåë.

2. Ïðîåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ

Îòîáðàæåíèå ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâA : PV1 → PV2 íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå C : V1 → V2 òàêîå, ÷òî KerC = {0} è A(ℓ) = C(ℓ) ∈ PV2 äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïðÿìîé ℓ ∈ PV1. Â

ýòîì ñëó÷àå ïèøóò A = PC.

Âàæíîå çàìå÷àíèå. Íàïîìíèì, ÷òî ÿäðîì C (îáîçíà÷åíèå KerC íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ v ∈ V1 (íà

ñàìîì äåëå âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî), ïåðåâîäèìûõ C â íóëü: KerC = C−1(0). Îïðåäåëåíèå ïðîåêòèâíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî îäíîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà (ò.å. ïðÿìîé) ℓ ⊂ V1 åãî îáðàç

C(ℓ) � òàêæå îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Èìåííî ïîýòîìó íóæíî òðåáîâàòü, ÷òîáû ÿäðî C ñîñòîÿëî òîëüêî

èç íóëÿ: åñëè ýòî íå òàê, òî ÿäðî � ïîäïðîñòðàíñòâî ïîëîæèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæèò

êàê ìèíèìóì îäíó ïðÿìóþ. Ýòà ïðÿìàÿ ïåðåõîäèò ïîä äåéñòâèåì C íå â ïðÿìóþ, à â òî÷êó, è îòîáðàæåíèå

PC îïðåäåëèòü íå óäàåòñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáðàçîì ïðÿìîé ïðè ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè ìîæåò áûòü ëèáî



ïðÿìàÿ, ëèáî òî÷êà 0 � ñëåäîâàòåëüíî, åñëè KerC = {0}, òî âñÿêàÿ ïðÿìàÿ äåéñòâèòåëüíî ïåðåõîäèò â

ïðÿìóþ.

Åñëè ïðîñòðàíñòâî V1 êîíå÷íîìåðíî è KerC = {0}, òî dimC(V1) = dimV1 ñîãëàñíî òåîðåìå 5 ëåêöèè 4. C

äðóãîé ñòîðîíû, C(V1) ⊂ V2; åñëè V2 òàêæå êîíå÷íîìåðíî, òî ïîëó÷àåòñÿ dimV2 ≥ dimC(V1) = dimV1.

Åñëè dimV2 = dimV1, òî C(V1) = V2 è, ñëåäîâàòåëüíî, C îáðàòèìî, òàê ÷òî A òàêæå îáðàòèìî. Òåì

ñàìûì ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðîåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ òîëüêî èç ïðîñòðàíñòâ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè

â ïðîñòðàíñòâà áîëüøåé (èëè òîé æå ñàìîé) ðàçìåðíîñòè è ïðîåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè

îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè âñåãäà îáðàòèìî; â ÷àñòíîñòè, ýòî îòíîñèòñÿ ê ïðîåêòèâíûì îòîáðàæåíèÿì èç

ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ � ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì.

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî; îáîçíà÷èì PGL(V ) ìíîæåñòâî ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
A : PV → PV . Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååòñÿ îòîáðàæåíèå P : GL(V ) → PGL(V ),
ñîïîñòàâëÿþùåå îáðàòèìîìó ëèíåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ C ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå PC.

Òåîðåìà 1. Îòîáðàæåíèå P ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé. Åãî ÿäðî ñîñòîèò èç âñåõ

ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âèäà λ idV , ãäå λ ∈ F \ {0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî. Òàêæå î÷åâèäíî (ïî÷åìó?), ÷òî λ idv ∈ KerP äëÿ

ëþáîãî λ 6= 0; íàøà çàäà÷à � äîêàçàòü, ÷òî áîëüøå íèêàêèõ îïåðàòîðîâ ÿäðî P íå ñîäåðæèò. Äåéñòâèòåëüíî,

ïóñòü A ∈ KerP è ïóñòü v ∈ V , v 6= 0. Ïðÿìàÿ 〈v〉 = {λv | λ ∈ F} äîëæíà ïåðåõîäèòü ïðè îòîáðàæåíèè PA
â ñåáÿ, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî λv 6= 0 òàêîå, ÷òî Av = λvv. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè u = tv äëÿ

ëþáîãî t ∈ F, òî Au = tAv = tλvv = λvu.
Ïóñòü òåïåðü âåêòîð u 6= 0 è íå ïðîïîðöèîíàëåí v; òîãäà Au = λuu, λu 6= 0. Òåïåðü A(u+ v) = λuu+λvv; ñ

äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò λu+v 6= 0 òàêîå, ÷òî A(u+v) = λu+v(u+v). Ïîñêîëüêó u è v ëèíåéíî íåçàâèñèìû,
âåêòîð A(u+v) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè åäèíñòâåííûì îáðàçîì, òàê ÷òî λu = λu+v =
λv. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ÷èñëî λv äëÿ âñåõ âåêòîðîâ v 6= 0 îäíî è òî æå. Îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî λ è

ïîëó÷èì A = λ idV . �

Ñëåäñòâèå ìåëêèì øðè�òîì äëÿ òåõ, êòî çíàêîì ñ òåîðèåé ãðóïï. �ðóïïà ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

PGL(V ) � �àêòîðãðóïïà GL(V ) ïî ïîäãðóïïå {λ idV }.

Ïðèìåð 1, ïðîäîëæåíèå 2. �ðóïïà GL(F2) ñîñòîèò èç ìàòðèö B =

(

a b
c d

)

, ãäå detB = ad − bc 6= 0

è äåéñòâóåò â F2
êàê B

(

x0

x1

)

=

(

ax0 + bx1

cx0 + dx1

)

. Ïðåîáðàçîâàíèå PB äåéñòâóåò íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé

êàê PB([x0 : x1]) = [ax0 + bx1 : cx0 + dx1]; åñëè èñïîëüçîâàòü êîîðäèíàòó t íà à��èííîé ÷àñòè ïðÿìîé

(ñì. âûøå ðàçäåë 1.1), òî ïîëó÷èòñÿ B([1 : t]) = [a + bt : c + dt] = [1 : c+dt

a+bt
]. Èíûìè ñëîâàìè, PB �

äðîáíî-ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ PB(t) = c+dt

a+bt
(èëè ëèíåéíàÿ, åñëè b = 0). Óñëîâèå ad − bc 6= 0 îçíà÷àåò, ÷òî

PB(t) 6= const. Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, PB(∞) = d/b è PB(−a/b) = ∞, ÷òî ïðè F = R èëè C ñîãëàñóåòñÿ

ñ ïîíÿòèåì (áåñêîíå÷íîãî) ïðåäåëà. Òåì ñàìûì PGL(1,F) ýòî ãðóïïà äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ

îïåðàöèåé êîìïîçèöèè. Çàìåòèì, ÷òî PB � ëèíåéíàÿ íåîäíîðîäíàÿ (à��èííàÿ) �óíêöèÿ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà b = 0, ÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ PB(∞) = ∞ � ñð. ñ òåîðåìîé 2 íèæå.

Ïóñòü òåïåðü V êîíå÷íîìåðíî è W ⊂ V � ãèïåðïëîñêîñòü, ìíîæåñòâî íóëåé ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà

µ. Òîãäà, êàê áûëî äîêàçàíî ðàíåå, PV \ PW � à��èííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïàðàëëåëüíîå W . Îáîçíà÷èì

NormW (V ) ⊂ PGL(V ) ìíîæåñòâî ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé PV , ïåðåâîäÿùèõ ïðîåêòèâíóþ ãèïåðïëîñêîñòü

PW (�áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ ãèïåðïëîñêîñòü�) â ñåáÿ. (Òàêîå ïîäìíîæåñòâî ìîæíî îïðåäåëèòü äëÿ ëþáîãî

ìíîæåñòâà W ⊂ V è ëþáîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé V � îíî íàçûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì W â ýòîé ãðóïïå.)

Òåîðåìà 2. NormW (V ) � ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé (ïîäãðóïïà PGL(V )). Ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå B ∈ NormW (V )
ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî PV \ PW â ñåáÿ; åãî îãðàíè÷åíèå íà ýòî ìíîæåñòâî � à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Âñÿêîå à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå C : PV \ PW → PV \ PW ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî òàêèì ñïîñîáîì, ïðè÷åì

èç åäèíñòâåííîãî ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ B ∈ NormW (V ). Òåì ñàìûì ãðóïïà NormW (V ) èçîìîð�íà
Aff(PV \ PW ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B = PA, ãäå A ∈ GL(V ). Î÷åâèäíî, B ∈ NormW (V ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

AW ⊂ W . Ïðåîáðàçîâàíèå A îáðàòèìî, òàê ÷òî îáðàç AW � âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â V òîé æå

ðàçìåðíîñòè, ÷òî è W ; ïîýòîìó èç AW ⊂ W ñëåäóåò, ÷òî AW = W . Â ñèëó òîé æå îáðàòèìîñòè A(V ⊂
W ) = V ⊂ W (ïî÷åìó?), îòêóäà B(PV \ PW ) = PV \ PW .

Ïóñòü òåïåðü L
def

= {v ∈ V | µ(v) = 1} ⊂ V � à��èííîå ïîäïðîñòðàíñòâî (ãèïåðïëîñêîñòü), ïàðàëëåëüíîå

W . Çà�èêñèðóåì òî÷êó e ∈ L; òåïåðü åñëè a ∈ L � ëþáàÿ äðóãàÿ òî÷êà, òî µ(a− e) = µ(a)−µ(e) = 1− 1 = 0,

òàê ÷òî a− e ∈ W . Îáðàòíîå, î÷åâèäíî, òîæå âåðíî: åñëè w ∈ W , òî a
def

= e + w ∈ L. Òåì ñàìûì L = e +W ,

îòêóäà A(L) = A(e) +W (íàïîìíèì, ÷òî AW = W ).



Î÷åâèäíî, e /∈ W : µ(e) = 1, íî µ(w) = 0 äëÿ ëþáîãîw ∈ W . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

〈e ∪ W 〉 (ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé e è âñåõ âåêòîðîâ èç W ) íå ñîâïàäàåò ñ W (è, ñëåäîâàòåëüíî,

åñòü âñå V , ïîñêîëüêó dimV = dimW + 1, íî íàì ýòî äàæå íåâàæíî.) Åñëè µ(A(e)) = 0, òî A(e) ∈ W ,

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî A(〈e ∪W 〉) ⊂ W , íî ýòî íåâîçìîæíî, ò.ê. dimW < dim〈e ∪W 〉, à îïåðàòîð A îáðàòèì.

Ñëåäîâàòåëüíî, µ(A(e)) 6= 0. Òîãäà îïåðàòîð A′
def

= A/µ(A(e)) ïåðåâîäèò e â òî÷êó a = A(e)/µ(A(e)), äëÿ
êîòîðîé µ(a) = 1, òàê ÷òî a ∈ L. Ñëåäîâàòåëüíî (äîêàæèòå!), A′L = L. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, B = PA = PA′

;

ïîñêîëüêó íàì íåâàæíî, êàêîé èìåííî îïåðàòîð A ñ PA = B ðàññìàòðèâàòü, òî �àêòè÷åñêì ìû ìîãëè ñ

ñàìîãî íà÷àëà ñ÷èòàòü, ÷òî A ïåðåâîäèò L â ñåáÿ.

A ∈ GL(V ) � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, à, ñëåäîâàòåëüíî, è à��èííîå. Òîãäà îãðàíè÷åíèå A|
L
: L → L

� òàêæå à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïî îïðåäåëåíèþ à��èííîé ñòðóêòóðû â PV \ PW ñîâïàäàåò ñ

îãðàíè÷åíèåì B íà PV \ PW . Îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ íåìåäëåííî ñëåäóþò èç òåîðåìû 5 äîïîëíèòåëüíîé

ëåêöèè 5A. (Åñëè âû íå ðàçáèðàëè ëåêöèþ 5A, òî èçó÷èòå îòäåëüíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5 � îíî ïî÷òè

íå ñâÿçàíî ñ îñòàëüíûì ñîäåðæàíèåì ëåêöèè.) �


