
ÍÌÓ, ÎÑÅÍÜ 2020 �. ËÈÍÅÉÍÀß ÀË�ÅÁ�À È �ÅÎÌÅÒ�Èß

ËÅÊÖÈß 11

Àííîòàöèÿ. Áèëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå �îðìû.

Îïðåäåëåíèå 1. Áèëèíåéíîé �îðìîé íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V (íàä ïîëåì F) íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

B : V × V → F, ëèíåéíîå ïî êàæäîìó èç äâóõ àðãóìåíòîâ ïðè �èêñèðîâàííîì âòîðîì: B(αu + βv, w) =
αB(u,w)+βB(v, w) è àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî àðãóìåíòà; çäåñü u, v, w ∈ V � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû è α, β ∈ F

� ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Áèëèíåéíàÿ �îðìà íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè B(u, v) = B(v, u) äëÿ âñåõ

u, v ∈ V è êîñîñèììåòðè÷åñêîé, åñëè B(u, v) = −B(v, u). Áèëèíåéíàÿ �îðìà íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé,

åñëè äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà u 6= 0 ñóùåñòâóåò âåêòîð v, äëÿ êîòîðîãî B(u, v) 6= 0.

Îïðåäåëåíèå 1'. Áèëèíåéíîé �îðìîé íà ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå B̃ : V → V ∗
.

Áèëèíåéíàÿ �îðìà íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè B̃ = B̃∗ ◦Φ, è êîñîñèììåòðè÷åñêîé, åñëè B̃ = −B̃∗ ◦Φ;
çäåñü Φ : V → V ∗∗

� êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå (èçîìîð�èçì, åñëè V êîíå÷íîìåðíî). Áèëèíåéíàÿ �îðìà

íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè ÿäðî îïåðàòîðà B̃ òðèâèàëüíî: Ker(B̃) = {0}.

Ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé: åñëè B � áèëèíåéíàÿ �îðìà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1, òî îïåðàòîð B̃

îïðåäåëÿåòñÿ òàê: B̃(u) ∈ V ∗
� ëèíåéíûé �óíêöèîíàë, ïåðåâîäÿùèé v ∈ V â B(u, v) ∈ F. Îáðàòíî, åñëè

B̃ : V → V ∗
� ëèíåéíûé îïåðàòîð, òî áèëèíåéíàÿ �îðìà B îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé B(u, v) = B̃(u)(v).

Ïðîâåðêà ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëåíèé ñèììåòðè÷åñêîé è êîñîñèììåòðè÷åñêîé �îðìû � óïðàæíåíèå.

Íåâûðîæäåííîñòü: ïóñòü �îðìà B íåâûðîæäåíà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1, è ïóñòü âåêòîð u ïðèíàäëåæèò

ÿäðó îïåðàòîðà B̃: B̃(u) = 0 ∈ V ∗
. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà v ∈ V èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî B(u, v) =

(B̃(u))(v) = 0, ÷òî â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè âîçìîæíî òîëüêî ïðè u = 0. Òàêèì îáðàçîì, ÿäðî B̃ ñîñòîèò

òîëüêî èç íóëÿ. Îáðàòíî, ïóñòü Ker(B̃) = {0}, è ïóñòü u 6= 0. Òîãäà B̃(u) 6= 0 ∈ V ∗
, òî åñòü íàéäåòñÿ v ∈ V

òàêîé, ÷òî (B̃(u))(v) 6= 0 ∈ F. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî B(u, v) 6= 0, òî åñòü B íåâûðîæäåíà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü V = R
2
� ïëîñêîñòü èç øêîëüíîé ãåîìåòðèè. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ u è v

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (u, v) = |u| |v| cosϕ, ãäå ϕ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,

î÷åâèäíî, ñèììåòðè÷íî: (u, v) = (v, u). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, |v| cosϕ = pru(v) � äëèíà ïðîåêöèè âåêòîðà

v íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà u; ïðè ýòîì åñëè ïðîåêöèÿ íàïðàâëåíà â òó æå ñòîðîíó, ÷òî è ñàì âåêòîð u (ýòî

ñîîòâåòñòâóåò |ϕ| < π/2), òî äëèíà åå áåðåòñÿ ñî çíàêîì ïëþñ (êàê ðàç cosϕ > 0), à åñëè ïðîåêöèÿ íàïðàâëåíà
â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó, òî ñî çíàêîì ìèíóñ (π/2 < |ϕ| ≤ π ⇒ cosϕ < 0). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,

÷òî ïðîåêöèÿ ñî çíàêîì � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå: pru(v + w) = pru(v) + pru(w) è pru(αv) = α pru(v) äëÿ
âñåõ âåêòîðîâ u, v, w è ëþáîãî ÷èñëà α. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíî ïî âòîðîìó
àðãóìåíòó (v) ïðè �èêñèðîâàííîì ïåðâîì (u); â ñèëó ñèììåòðèè ïîëó÷èì, ÷òî îíî ëèíåéíî òàêæå è ïî

ïåðâîìó àðãóìåíòó ïðè �èêñèðîâàííîì âòîðîì.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå � ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ �îðìà. Îíà íåâûðîæäåíà: åñëè

u 6= 0, òî âîçüìåì v = u; ïîëó÷àåòñÿ (u, u) = |u|
2
6= 0.

Áèëèíåéíûå �îðìû íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, îáîçíà÷àåìîå B(V ):

ñëîæåíèå �îðì è èõ óìíîæåíèå íà ñêàëÿðû ïðîèçâîäÿòñÿ ïî÷ëåííî: (αB1+βB2)(u, v)
def

= αB1(u, v)+βB2(u, v),
ãäå B1, B2 ∈ B(V ) è α, β ∈ F; ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî îïðåäåëÿåò (â ëåâîé ÷àñòè) áèëèíåéíóþ �îðìó.

Ñèììåòðè÷åñêèå è êîñîñèììåòðè÷åñêèå �îðìû îáðàçóþò âåêòîðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â B(V ), îáîçíà÷àåìûå
ñîîòâåòñòâåííî Symm(V ) è Alt(V )� äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñëåäóåò ïðîâåðèòü (ïðîäåëàéòå!), ÷òî ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ �îðì ñèììåòðè÷åñêàÿ, à êîñîñèììåòðè÷åñêèõ � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ.

Ëåììà 1. Åñëè õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F íå ðàâíà 2 (èíûìè ñëîâàìè, â ýòîì ïîëå 2
def

= 1+ 1 6= 0), òî ëþáàÿ
áèëèíåéíàÿ �îðìà îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷åñêîé è êîñîñèììåòðè÷åñêîé �îðì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B � áèëèíåéíàÿ �îðìà; òîãäà �îðìà B1(u, v) = B(u, v)+B(v, u) � ñèììåòðè÷åñêàÿ,

à B2(u, v) = B(u, v) −B(v, u) � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ. Èìååì 2B(u, v) = B1(u, v) +B2(u, v). Ïîñêîëüêó 2 6= 0,
ïîëå F ñîäåðæèò ýëåìåíò

1

2
, îáðàòíûé 2. Óìíîæåíèå íà íåãî äàåò B = 1

2
B1 + 1

2
B2, ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå

ñèììåòðè÷åñêîå, à âòîðîå êîñîñèììåòðè÷åñêîå � ñóùåñòâîâàíèå ïðåäñòàâëåíèÿ äîêàçàíî.

Åäèíñòâåííîñòü: åñëè B1+B2 = B′

1
+B′

2
, ãäå ïåðâûå ñëàãàåìûå ñèììåòðè÷åñêèå, à âòîðûå � êîñîñèììåòðè÷åñêèå.

Òîãäà �îðìà B
def

= B1 − B′

1
= B′

2
− B2 îäíîâðåìåííî ñèììåòðè÷åñêàÿ è êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ: B(u, v) =

B(v, u) = −B(u, v), îòêóäà 2B(u, v) = 0 è, ïîñêîëüêó 2 6= 0, B = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, B1 = B′

1
è B2 = B′

2
, è

åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíà. �

1



Ñëåäñòâèå 1. Åñëè õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F íå ðàâíà 2, òî ïîäïðîñòðàíñòâà Symm(V ) ⊂ B(V ) è Alt(V ) ⊂
B(V ) ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî ïî íóëåâîìó ýëåìåíòó (�îðìå, òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ). Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà

èõ îáúåäèíåíèÿ ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì B(V ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 1 âûòåêàåò, ÷òî ëþáîé âåêòîð u ∈ B(V ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû u = v+w,
ãäå v ∈ Symm(V ), à w ∈ Alt(V ). Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà îáúåäèíåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ Symm(V )
è Alt(V ) ñîâïàäàåò ñ B(V ). Åñëè u ∈ Symm(V ) ∩Alt(V ), òî â åãî åäèíñòâåííîì ïðåäñòàâëåíèè â âèäå ñóììû

ñèììåòðè÷åñêîé è êîñîñèììåòðè÷åñêîé �îðìû íå äîëæíî áûòü ïåðâîãî ñëàãàåìîãî (ïîòîìó ÷òî u ∈ Alt(V ))
è íå äîëæíî áûòü âòîðîãî (ïîòîìó ÷òî u ∈ Symm(V )). Ñëåäîâàòåëüíî, u = 0. �

Îïðåäåëåíèå 2. �àíãîì áèëèíåéíîé �îðìû B íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ ÷èñëî rkB
def

=

dim B̃(V ) = dimV − dimKer B̃.

Â ÷àñòíîñòè, íåâûðîæäåííûå �îðìû ýòî �îðìû, ðàíã êîòîðûõ ðàâåí dimV .

Çàìå÷àíèå ìåëêèì øðè�òîì. Îïðåäåëåíèå 1 íåâûðîæäåííîé �îðìû, ïðèâåäåííîå âûøå, íåñèììåòðè÷íî: ïðîèçâîëüíûé

âåêòîð u ïîäñòàâëÿåòñÿ òîëüêî íà ìåñòî ïåðâîãî àðãóìåíòà. Èç îïðåäåëåíèÿ 1' âèäíî, îäíàêî, ÷òî åñëè V êîíå÷íîìåðíî,

òî ýòà íåñèììåòðè÷íîñòü êàæóùàÿñÿ:

Ëåììà 2. Ïóñòü V êîíå÷íîìåðíî, à áèëèíåéíàÿ �îðìà B íåâûðîæäåíà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà u 6= 0 íàéäåòñÿ

âåêòîð v òàêîé, ÷òî B(v, u) 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó B íåâûðîæäåíà, Ker(B̃) = {0}. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíã �îðìû ýòî dim B̃(V ) = rkB =

dimV = dimV ∗
, òî åñòü îáðàç B̃ � âñå ïðîñòðàíñòâî V ∗

. Òîãäà ðàçìåðíîñòü àííóëÿòîðà îáðàçà (îáîçíà÷èì åãî

W
def

= B̃(V )⊥ ⊂ V ∗∗
ðàâíà dimW = dimV ∗ − dim B̃(V ) = 0, òî åñòü W = {0}. Ñëåäîâàòåëüíî, Φ−1(W ) = {0} ⊂ V (ãäå

Φ : V → V ∗∗
� êàíîíè÷åñêèé ëèíåéíûé èçîìîð�èçì). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, u ∈ Φ−1(W ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(Φ(u))(w) = 0 äëÿ âñÿêîãî w ∈ B̃(V ), òî åñòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (Φ(u))(B̃(v)) = 0 äëÿ âñÿêîãî v ∈ V . Ïî

îïðåäåëåíèþ èçîìîð�èçìà Φ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî (B̃(v))(u) = 0, òî åñòü B(v, u) = 0 äëÿ âñÿêîãî v. Òåì
ñàìûì åñëè u 6= 0, òî u /∈ Φ−1(W ), òî åñòü íàéäåòñÿ v ∈ V , äëÿ êîòîðîãî ðàâåíñòâî B(v, u) = 0 íå âûïîëíåíî. �

Åñëè ïðîñòðàíñòâî V êîíå÷íîìåðíî è e1, . . . , en � áàçèñ â íåì, òî ìàòðèöåé áèëèíåéíîé �îðìû B â

äàííîì áàçèñå íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà MB ðàçìåðà n × n, ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû (MB)ij = B(ei, ej). Åñëè
e∗
1
, . . . , e∗n ∈ V ∗

� áàçèñ, äâîéñòâåííûé ê e, òî, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ (ïðîäåëàéòå!), MB ýòî ìàòðèöà

îïåðàòîðà B̃ : V → V ∗
â áàçèñàõ e, e∗.

Åñëè òåïåðü u =
∑n

i=1
uiei è v =

∑n

j=1
vjej , òî èç áèëèíåéíîñòè âûòåêàåò, ÷òî

(1) B(u, v) =

n∑

i,j=1

B(ei, ej)uivj .

Ïðîäîëæåíèå ïðèìåðà 1. Åñëè e1, e2 � ïåðïåíäèêóëÿðíûå âåêòîðû åäèíè÷íîé äëèíû íà ïëîñêîñòè. Òîãäà

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (e1, e1) = (e2, e2) = 1 (åäèíè÷íàÿ äëèíà) è (e1, e2) = 0 (ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü). Òåì

ñàìûì ìàòðèöà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â òàêîì áàçèñå � åäèíè÷íàÿ. Èç �îðìóëû (1) âûòåêàåò, ÷òî (u, v) =
u1v1 + u2v2, ãäå u1, u2 è v1, v2 � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ u è v â áàçèñå e1, e2.

Èç �îðìóëû (1) î÷åâèäíî ñëåäóåò

Òåîðåìà 1. Ïóñòü e1, . . . , en � �èêñèðîâàííûé áàçèñ â V . Òîãäà îòîáðàæåíèå B 7→ MB ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

èçîìîð�èçì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà B(V ) è âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâàMat(n,F) ìàòðèö n×n (â êîòîðîì

ìàòðèöû ñêëàäûâàþòñÿ è óìíîæàþòñÿ íà ÷èñëà ïîýëåìåíòíî). (Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîé ìàòðèöû

M ðàçìåðà n × n ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà áèëèíåéíàÿ �îðìà B, ìàòðèöà êîòîðîé â äàííîì áàçèñå

ðàâíà M . Ìàòðèöà ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áèëèíåéíûõ �îðì � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ èõ ìàòðèö ñ òåìè

æå êîý��èöèåíòàìè.) Áèëèíåéíàÿ �îðìà B ñèììåòðè÷åñêàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà M
ñèììåòðè÷åñêàÿ (MT = M), è êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöàM êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ

(MT = −M). Áèëèíåéíàÿ �îðìà íåâûðîæäåííàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà detM 6= 0.

(Ïîñëåäíåå óñëîâèå ãàðàíòèðóåò, ÷òî ÿäðî îïåðàòîðà B̃ ðàâíî {0}.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè V êîíå÷íîìåðíî è dimV = n, òî dimB(V ) = n2
, dimSymm(V ) = n(n + 1)/2 è

dimAlt(V ) = n(n− 1)/2.

Åñëè B � ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ �îðìà, òî êâàäðàòè÷íîé �îðìîéQB, ñîîòâåòñòâóþùåéB, íàçûâàåòñÿ
�óíêöèÿ QB : V → F, çàäàííàÿ �îðìóëîé QB(u) = B(u, u). Êâàäðàòè÷íûå �îðìû îáðàçóþò âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî Quadr(V ) (ñ ïî÷ëåííûì ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì íà ÷èñëî); êàê íåòðóäíî âèäåòü, ñîîòâåòñòâèå

B 7→ QB � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü F � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîãî íå ðàâíà 2 Òîãäà ñîîòâåòñòâèå B 7→ QB �

ëèíåéíûé èçîìîð�èçì Symm(V ) → Quadr(V ), òî åñòü äëÿ ëþáîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû Q ñóùåñòâóåò

ðîâíî îäíà ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ �îðìà B òàêàÿ, ÷òî Q = QB.



Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Q(u) = B(u, u) è B ñèììåòðè÷åñêàÿ, òî Q(u+v) = B(u+v, u+v) = B(u, u)+B(u, v)+
B(v, u) + B(v, v) = Q(u) + Q(v) + 2B(u, v). Ïîñêîëüêó 2 6= 0, ïîëå F ñîäåðæèò îáðàòíûé ê íåìó ýëåìåíò

1

2
,

îòêóäà ïîëó÷àåì

(2) B(u, v) =
1

2
(Q(u + v)−Q(u)−Q(v)).

Íî u, v ∈ V � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, òàê ÷òî ðàâåíñòâî (2) (íàçûâàåìîå �îðìóëîé ïîëÿðèçàöèè) îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåò áèëèíåéíóþ �îðìó B. �

Çàìå÷àíèå . Åñëè õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F ðàâíà 2, òî 2B(u, v) = 0, òàê ÷òî ëþáàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà

óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó Q(u+ v) = Q(u)+Q(v), òî åñòü ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé �óíêöèåé. Òåì íå ìåíåå, åñëè

F 6= Z/2Z, òî �óíêöèÿ Q íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé: äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñêàëÿðà α ∈ F èìååì (íåçàâèñèìî îò

õàðàêòåðèñòèêè) Q(αu) = B(αu, αu) = α2Q(u), ÷òî íå ðàâíî αQ(u), åñëè α 6= 0, 1.

Ïóñòü òåïåðü F = R. Ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ �îðìà B íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé

èëè ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, åñëè QB(u) > 0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà u 6= 0. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ÷àñòî

îáîçíà÷àþò (u, v); òàêæå ïèøóò |u|
def

=
√
(u, u).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü B � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ �îðìà íà ïðîñòðàíñòâå

V . Òîãäà

(1) Ôîðìà B íåâûðîæäåíà.

(2) Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ u, v èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî |(u, v)| ≤ |u| |v|, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû ïðîïîðöèîíàëüíû (ëèíåéíî çàâèñèìû).

(3) Ôóíêöèÿ d(u, v)
def

= |u− v| ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà V , òî åñòü ïîëîæèòåëüíà ïðè u 6= v, ñèììåòðè÷íà
è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà: d(u.w) ≤ d(u, v) + d(v, w) äëÿ ëþáûõ u, v, w ∈ V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåâûðîæäåííîñòü áûëà �àêòè÷åñêè äîêàçàíà â ïðèìåðå 1: åñëè u 6= 0, òî (u, u) > 0 � â

÷àñòíîñòè, (u, u) 6= 0.
Íåðàâåíñòâî 2 (ñð. ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 1 â ëåêöèè 6): åñëè u = 0, òî íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî t èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî 0 ≤ |v − tu|
2
= (v − tu, v − tu), ïðè÷åì ðàâåíñòâî

âîçìîæíî (äëÿ ïîäõîäÿùåãî t) òîëüêî åñëè v = tu. Ñîãëàñíî �îðìóëå (2) èìååì 0 ≤ |v − tu|
2
= |v|

2
−2t(u, v)+

t2 |u|
2
äëÿ âñåõ t, ïðè÷åì ðàâåíñòâî âîçìîæíî (ïðè ïîäõîäÿùèõ t) òîëüêî åñëè âåêòîð v ïðîïîðöèîíàëåí

âåêòîðó u (íàïîìíèì, ÷òî ñëó÷àé u = 0 óæå ðàññìîòðåí). Íî òîãäà äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà

íåïîëîæèòåëåí: (u, v)2 − |u|
2
|v|

2
≤ 0, ïðè÷åì ðàâåí íóëþ òîëüêî åñëè âåêòîð v ïðîïîðöèîíàëåí âåêòîðó u

èëè åñëè u = 0.
Óòâåðæäåíèå 3: ïîëîæèòåëüíîñòü �óíêöèè d� ñëåäñòâèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè �îðìû. Ñèììåòðè÷íîñòü:

d2(v, u) = |v − u|
2

= (v − u, v − u) = (−1)2(u − v, u − v) (â ñèëó ëèíåéíîñòè ïî êàæäîìó àðãóìåíòó)

= |u− v|
2
= d2(u, v); ïîñêîëüêó d ïîëîæèòåëüíî, òî èç ýòîãî âûòåêàåò, ÷òî d(v, u) = d(u, v).

Äîêàæåì òåïåðü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Ñîãëàñíî �îðìóëå 2, d(u,w)2 = |u− v|2 = |(u− v) + (v − w)|2 =

|u− v|
2
+ 2(u − v, v − w) + |v − w|

2
≤ |u− v|

2
+ 2 |u− v| |v − w| + |v − w|

2
(ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó ïóíêòà 2)

= ( |u− v|+ |v − w|)2 = (d(u, v) + d(v, w))2, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü W ⊂ V � âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Åñëè �îðìà B ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà íà

V , òî åå îãðàíè÷åíèå íà W (ìû ðàññìàòðèâàåì òó æå �óíêöèþ B äâóõ àðãóìåíòîâ, òîëüêî àðãóìåíòû

áåðåì íå èç âñåãî ïðîñòðàíñòâà V , à èç ïîäïðîñòðàíñòâà. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî áèëèíåéíàÿ �îðìà

íà W .) òàêæå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíî è, ñëåäîâàòåëüíî, íåâûðîæäåíî. Ñëåäóåò, îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî

�ïðîñòî� íåâûðîæäåííàÿ �îðìà (íå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ), â òîì ÷èñëå ñèììåòðè÷åñêàÿ, ìîæåò ñòàòü

âûðîæäåííîé ïðè îãðàíè÷åíèè. Íàïðèìåð, ñèììåòðè÷åñêàÿ �îðìà B((u1, u2), (v1, v2)) = u1v2 + v1u2 íà

ïðîñòðàíñòâå F
2
èìååò â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ìàòðèöóM =

(
1 0
0 1

)
è, ñëåäîâàòåëüíî, íåâûðîæäåíà (detM =

−1 6= 0). Íî îãðàíè÷åíèå �îðìû B íà ïðÿìóþ {(t, 0)} ⊂ F
2
òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ.


