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ËÅÊÖÈß 12 (ÎÊÎÍ×ÀÍÈÅ)

Àííîòàöèÿ. Ïðèâåäåíèå ñèììåòðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ �îðì ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó è ïðîåêòèâíàÿ êëàññè�èêàöèÿ

êâàäðèê íàä C è R.

Â ïåðâîé ÷àñòè ëåêöèè ìû äîêàçàëè, ÷òî êîñîñèììåòðè÷åñêèå áèëèíåéíûå �îðìû íà êîíå÷íîìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì F êëàññè�èöèðóþòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè) îäíèì ÷èñëîì

� ðàíãîì. Ñ ñèììåòðè÷åñêèìè áèëèíåéíûìè �îðìàìè ñèòóàöèÿ ñëîæíåå: êëàññè�èêàöèÿ ýòèõ �îðì ñ

òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè çàâèñèò îò ñâîéñòâ ïîëÿ F.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F = C. Òîãäà äâå ñèììåòðè÷åñêèå áèëèíåéíûå

�îðìû B è B′
ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâûé ðàíã.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíûå áèëèíåéíûå �îðìû (äàæå íå îáÿçàòåëüíî ñèììåòðè÷åñêèå) èìåþò îäèíàêîâûé

ðàíã ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5. Ïóñòü òåïåðü rkB = k. Ñîãëàñíî òåîðåìå 6', â ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóåò

áàçèñ e1, . . . , en òàêîé, ÷òî B(ei, ei)
def

= ci 6= 0 ïðè 1 ≤ i ≤ k è B(ei, ei) = 0 ïðè k + 1 ≤ i ≤ n, à
òàêæå B(ei, ej) = 0 ïðè i 6= j. Ïóñòü ti ∈ C � ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî t2i = 1/ci, i = 1, . . . , k, è ïóñòü

h1 = t1e1, . . . , hk = tkek, hk+1 = ek+1, . . . , hn = en. Òîãäà ìàòðèöà �îðìû B â áàçèñå h1, . . . , hn òàêàÿ:

B(hi, hi) = 1 ïðè 1 ≤ i ≤ k, à îñòàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû íóëåâûå. Ïîñêîëüêó B′
èìååò òàêîé æå ðàíã

k, äëÿ íåå íàéäåòñÿ áàçèñ h′

1, . . . , h
′

n ∈ V , â êîòîðîì îíà èìååò òàêóþ æå ìàòðèöó. Òåïåðü ýêâèâàëåíòíîñòü B
è B′

âûòåêàåò èç óòâåðæäàíèÿ 2 òåîðåìû 4. �

Êëþ÷åâîé ìîìåíò â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 9 � ñóùåñòâîâàíèå, äëÿ êàæäîãî ci ∈ C, ÷èñëà ti ∈ C, êâàäðàò

êîòîðîãî ðàâåí 1/ci. Â ïîëå R òàêîå ÷èñëî ñóùåñòâóåò íå âñåãäà (êâàäðàòíûé êîðåíü èçâëåêàåòñÿ òîëüêî èç

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë), ïîýòîìó êëàññè�èêàöèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ (è, òåì ñàìûì, êâàäðàòè÷íûõ)

�îðì áîëåå ñëîæíàÿ.

�àññìîòðèì íà ïðîñòðàíñòâå Rn
ñèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ �îðìó C, çàäàííóþ �îðìóëîé (1). Èìååò

ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåõíè÷åñêàÿ ëåììà:

Ëåììà 10. Êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ñðåäè c1, . . . , cn ∈ R ðàâíî íàèáîëüøåé ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà

W ⊂ V òàêîãî, ÷òî îãðàíè÷åíèå C|W ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíî.

Ëåììó ìû äîêàæåì ÷óòü ïîçäíåå, à ïîêà âûâåäåì èç íåå òåîðåìó î êëàññè�èêàöèè ñèììåòðè÷åñêèõ

áèëèíåéíûõ �îðì íàä ïîëåì R.

Ñëåäñòâèå 11 (ïðèíöèï èíåðöèè Ñèëüâåñòðà). Ïóñòü áèëèíåéíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ �îðìà B íà Rn
ëèíåéíî

ýêâèâàëåíòíà �îðìå C, çàäàííîé �îðìóëîé (1). Òîãäà êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ, îòðèöàòåëüíûõ è

íóëåâûõ ÷èñåë ñðåäè c1, . . . , cn íå çàâèñèò îò âûáîðà �îðìû C, ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíîé B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàèáîëüøàÿ ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà, îãðàíè÷åíèå íà êîòîðîå �îðìûB ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåíî, ðàâíà òàêîâîé äëÿ ëþáîé �îðìû C, ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíîéB, òî åñòü êîëè÷åñòâó p ïîëîæèòåëüíûõ
÷èñåë ñðåäè c1, . . . , cn � òåì ñàìûì, p íå çàâèñèò îò âûáîðà �îðìû C. Äëÿ êîëè÷åñòâà q îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë
ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íîå. Êîëè÷åñòâî íóëåé ñðåäè c1, . . . , cn ðàâíî n− p− q. �

Ïàðà (p, q), ãäå p � êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ, à q � îòðèöàòåëüíûõ ñðåäè ÷èñåë c1, . . . , cn, íàçûâàåòñÿ
ñèãíàòóðîé �îðìû B (ýêâèâàëåíòíîé C), à èõ ðàçíîñòü p − q � èíäåêñîì èíåðöèè �îðìû. (Ñóììà p + q
ðàâíà, êàê ñëåäóåò èç îáùåé òåîðåìû 6, ðàíãó �îðìû B.)

Òåîðåìà 12. Ñèììåòðè÷åñêèå áèëèíåéíûå �îðìû B è B′
íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì R

ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâóþ ñèãíàòóðó (èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî,

îäèíàêîâûé ðàíã è îäèíàêîâûé èíäåêñ èíåðöèè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äâå �îðìû B è B′
ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû, è B ýêâèâàëåíòíà C, çàäàííîé �îðìóëîé

(1), òî B′
, ïî òðàíçèòèâíîñòè, òîæå ýêâèâàëåíòíà C è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèãíàòóðû B è C ñîâïàäàþò.

Îáðàòíî, ïóñòü (p, q) � ñèãíàòóðà B è B′
. Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå B ñóùåñòâóåò áàçèñ e1, . . . , en òàêîé, ÷òî

B(ei, ej) = 0 ïðè i 6= j, à íàáîð ÷èñåë B(ei, ei)
def

= ci óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì c1, . . . , cp > 0, cp+1, . . . , cp+q <
0 è cp+q+1 = · · · = cn = 0 (íàïîìíèì, ÷òî p + q = rkB). Ïóñòü t1, . . . , tp ∈ R � ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå

ðàâåíñòâó t2i = 1/ci, òàêæå tp+1, . . . , tp+q ∈ R � ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó t2i = −1/ci. Òîãäà ìàòðèöà
�îðìû B â áàçèñå h1 = t1e1, . . . , hp+q = tp+qep+q, hp+q+1 = ep+q+1, . . . , hn = en òàêîâà: B(hi, hi) = 1 ïðè

1 ≤ i ≤ p, B(hi, hi) = −1 ïðè p+1 ≤ i ≤ p+ q, à âñå îñòàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ. Ïîñêîëüêó

1



�îðìà B′
èìååò òó æå ñèãíàòóðó (÷èñëà p è q), äëÿ íåå òàêæå ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì îíà èìååò òàêóþ

ìàòðèöó. Òîãäà B è B′
ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2 òåîðåìû 4. �

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 10. Ïóñòü c1, . . . , cp > 0, cp+1, . . . , cp+q < 0 è cp+q+1 = · · · = cn = 0. Îãðàíè÷åíèå
�îðìû C íà ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè e1, . . . , ep, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíî: åñëè v = v1e1 +
· · ·+ vpep, òî B(v, v) = c1v

2
1 + · · ·+ cpv

2
p > 0, åñëè (v1, . . . , vp) 6= (0, . . . , 0).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü W ⊂ V � ïîäïðîñòðàíñòâî, îãðàíè÷åíèå �îðìû C íà êîòîðîå ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåíî, è dimW > p. �àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî U , ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè ep+1, . . . , en. Èìååì dimU =
n − p. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà 〈W ∪ U〉 = V , îòêóäà dim(W ∩ U) = dimW + dimU − dim〈W ∪ U〉 > 0, òî
åñòü ïåðåñå÷åíèå W ∩ U ñîäåðæèò âåêòîð v 6= 0. Íî òîãäà v = vp+1ep+1 + · · · + vnen (ïîñêîëüêó v ∈ U
è, ñëåäîâàòåëüíî, C(v, v) = cp+1v

2
p+1 + · · · + cnv

2
n ≤ 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî v ∈ W , à îãðàíè÷åíèå

C íà ïîäïðîñòðàíñòâî W ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíî. Çíà÷èò, íàèáîëüøàÿ ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà,

îãðàíè÷åíèå C íà êîòîðîå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíî, ðàâíà p. �

Îïðåäåëåíèå 13. Êâàäðàòè÷íûì êîíóñîì â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V , ñîîòâåòñòâóþùèì êâàäðàòè÷íîé

�îðìå Q : V → F, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî KQ
def

= Q−1(0) = {v ∈ V | Q(v) = 0}.

Êàê íåòðóäíî âèäåòü, êâàäðàòè÷íûé êîíóñ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì: åñëè v ∈ KQ, òî tv ∈ KQ äëÿ

âñÿêîãî t ∈ F: åñëè Q(v) = 0, òî Q(tv) = t2Q(v) = 0. Òàêèì îáðàçîì, åñëè êâàäðàòè÷íûé êîíóñ ïåðåñåêàåòñÿ

ñ îäíîìåðíûì âåêòîðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â V � ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íóëü � â êàêîé-íèáóäü òî÷êå,

êðîìå íóëÿ, òî îí ñîäåðæèò ýòó ïðÿìóþ öåëèêîì. Òåì ñàìûì êîððåêòíî îïðåäåëåíà ïðîåêòèâèçàöèÿ CQ
def

=
PKQ ⊂ PV � ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, ëåæàùèõ â êîíóñå. Ýòà ïðîåêòèâèçàöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíîé êâàäðèêîé;

â ñëó÷àå dimPV = 2� êîíèêîé. Ïåðåñå÷åíèå ïðîåêòèâíîé êâàäðèêè (èëè êîíèêè) ñ à��èííûì ïðîñòðàíñòâîì

L = PV \ PW , ãäå W ⊂ V � ãèïåðïëîñêîñòü (�áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ�), íàçûâàåòñÿ à��èííîé êâàäðèêîé

(ñîîòâ., êîíèêîé).

Áóäåì íàçûâàòü êâàäðàòè÷íûå �îðìû Q è Q′
ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò îáðàòèìûé

ëèíåéíûé îïåðàòîð A : V → V òàêîé, ÷òî Q′(v) = Q(Av) äëÿ âñåõ v ∈ V . Åñëè õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F

íå ðàâíà 2, òî ýòî ðàâíîñèëüíî ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèììåòðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ

�îðì.

Òåîðåìà 14. Åñëè êâàäðàòè÷íûå �îðìû Q1 è Q2 ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû, òî ïðîåêòèâíûå êâàäðèêè CQ1
è

CQ2
ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíû (ò.å. ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Q2 = µA(Q1), òî CQ1
= PA(CQ2

). �

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü íåâåðíûì � òî÷íåå ãîâîðÿ, âåðíî ëè îíî, çàâèñèò îò ñâîéñòâ ïîëÿ F.

×òîáû ðàçîáðàòüñÿ â ýòîì âîïðîñå, èçó÷èì âíà÷àëå ïåðåñå÷åíèÿ êâàäðèê ñ ïðÿìûìè.

Ëåììà 15. Ëþáàÿ ïðÿìàÿ â FPn
ëèáî öåëèêîì ëåæèò â êâàäðèêå CQ, ëèáî èìååò ñ íåþ íå áîëåå äâóõ

îáùèõ òî÷åê. Åñëè F = C, òî õîòÿ áû îäíà îáùàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ã
def

= (a0, . . . , an), b̃
def

= (b0, . . . , bn) ∈ Fn+1
� äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ (â ÷àñòíîñòè,

íåíóëåâûõ) âåêòîðà; ñîäåðæàùèå èõ ïðÿìûå ìû òîæå áóäåì îáîçíà÷àòü a = [a0 : · · · : an] è b[b0 : · · · : bn] ∈ FPn
.

Ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ ℓ, ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç òî÷êè a è b â FPn
, ýòî ïðîåêòèâèçàöèÿ ïëîñêîñòè ℓ̃, ïîðîæäåííîé

âåêòîðàìè a è b â Fn+1
, òî åñòü ýòî ℓ = {ta+ sb

def

= [ta0 + sb0 : · · · : tan + sbn] | (t, s) ∈ F2 \ {(0, 0)}}.
ÏóñòüQ = QB � êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà íà ïðîñòðàíñòâå Fn+1

, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé

�îðìå B. Òî÷êà ta+ sb ∈ ℓ ïðèíàäëåæèò êâàäðèêå CQ, åñëè Q(tã+ sb̃) = 0, òî åñòü

(2) t2Q(ã) + 2tsB(ã, b̃) + s2Q(b̃) = 0.

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1. Q(ã) 6= 0, òî åñòü a /∈ CQ. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êè (t, 0) íå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2), è óðàâíåíèå

ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

(3) Q(ã)(t/s)2 + 2B(ã, b̃)(t/s) +Q(b̃) = 0.

Ýòî � êâàäðàòíîå óðàâíåíèå (ñòàðøèé êîý��èöèåíò íå ðàâåí íóëþ) îòíîñèòåëüíî t/s, òàê ÷òî îíî

èìååò íå áîëåå 2 êîðíåé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò (ïî÷åìó?) íå áîëåå ÷åì äâóì òî÷êàì ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé

è êâàäðèêè. Òî æå ñàìîå � åñëè Q(b̃) 6= 0.

2. Q(ã) = Q(b̃) = 0, íî B(ã, b̃) 6= 0 (íàïîìíèì, ÷òî ìû âñåãäà ñ÷èòàåì, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F íå

ðàâíà 2). Òîãäà óðàâíåíèå èìååò âèäB(ã, b̃)ts = 0 è èìååò 2 ðåøåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè:

(1, 0) è (0, 1). Òåì ñàìûì ïðÿìàÿ ℓ èìååò äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ êâàäðèêîé, è ýòî a è b.

3. Q(ã) = Q(b̃) = B(ã, b̃) = 0. Òîãäà ïðÿìàÿ ℓ öåëèêîì ëåæèò â êâàäðèêå.



Åñëè F = C, òî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå (3) â ñëó÷àå 1 îáÿçàòåëüíî èìååò êîðåíü, òàê ÷òî ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåòñÿ

ñ êâàäðèêîé; äëÿ äðóãèõ ïîëåé (íàïðèìåð, äëÿ F = R) ïåðåñå÷åíèÿ ìîæåò è íå áûòü. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

ïåðåñå÷åíèå èìååòñÿ ïðè ëþáîì F.

Çàìå÷àíèå 1. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè êâàäðàòíîå óðàâíåíèå (3) èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü t/s = u, òî
ýòîò êîðåíü äâóêðàòíûé. Ýòî îçíà÷àåò (äîêàæèòå!), ÷òî îãðàíè÷åíèå îäíîðîäíîãî êâàäðàòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà

Q íà äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ℓ̃ ÿâëÿåòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, êâàäðàòîì ëèíåéíîãî �óíêöîíàëà:

Q(tã+ sb̃) = const. · (t− us)2.

�

Ïðÿìàÿ, èìåþùàÿ ñ êâàäðèêîé ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó èëè öåëèêîì ëåæàùàÿ â êâàäðèêå, íàçûâàåòñÿ

êàñàòåëüíîé ê ýòîé êâàäðèêå (à îáùàÿ òî÷êà, åñëè îíà åäèíñòâåííàÿ, � òî÷êîé êàñàíèÿ). Ïóñòü a ∈ CQ, òî

åñòü Q(ã) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåñå÷åíèå ïðÿìîé ℓ, ïðîâåäåííîé ÷åðåç òî÷êè a è b, ñ êâàäðèêîé, çàäàåòñÿ

óðàâíåíèåì (2), êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå âûãëÿäèò êàê s(2B(ã, b̃)t+Q(b̃)s) = 0. Îäíî åãî ðåøåíèå ýòî (t, 0),

÷òî ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå a. Ïðè B(ã, b̃) 6= 0 èìååòñÿ âòîðîå ðåøåíèå t = Q(b̃)s/(2B(ã, b̃)). Òåì ñàìûì ïðÿìàÿ

ℓ � êàñàòåëüíàÿ ê êâàäðèêå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà b = Pb̃ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ B(ã, b̃) = 0.

Îòîáðàæåíèå α(b̃) = B(ã, b̃) � ëèíåéíûé �óíêöèîíàë. Åñëè ã /∈ KerB, òî α 6= 0, è ìíîæåñòâî òî÷åê b =

Pb̃ ∈ FPn
, äëÿ êîòîðûõ α(b̃) = 0 � ïðîåêòèâíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü. Ýòà ãèïåðïëîñêîñòü íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé

ê êâàäðèêå â òî÷êå a è îáîçíà÷àåòñÿ TaCQ; ïðÿìàÿ ℓ, òåì ñàìûì, êàñàåòñÿ êâàäðèêè òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îíà ëåæèò â êàñàòåëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå a ∈ CQ íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ãëàäêîñòè. Çàìåòèì,

÷òî åñëè �îðìà B íåâûðîæäåííàÿ (ò.å. KerB = {0} ⊂ F
n+1

, èëè rkB = n), òî âñå òî÷êè êâàäðèêè CQ ⊂ FPn

ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ãëàäêîñòè.

Åñëè ã ∈ KerB, òî α = 0; òåì ñàìûì ëþáàÿ òî÷êà b ∈ FPn
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ B(ã, b̃) = 0, è ëþáàÿ

ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó a, êàñàåòñÿ êâàäðèêè CQ. Â ýòîì ñëó÷àå a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé íåãëàäêîñòè

êâàäðèêè. Åñëè �îðìà B âûðîæäåííàÿ, òî ÿäðî KerB ⊂ Fn+1
ñîäåðæèò òî÷êó ã = (a0, . . . , an) 6= (0, . . . , 0);

òîãäà Q(ã) = B(ã, ã) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà a = [a0 : · · · : an] ∈ FPn
ëåæèò íà êâàäðèêå CQ è ÿâëÿåòñÿ

åå òî÷êîé íåãëàäêîñòè � òåì ñàìûì âñÿêàÿ êâàäðèêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âûðîæäåííîé êâàäðàòè÷íîé �îðìå,

èìååò òàêóþ òî÷êó. Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî ïðèâåäåííûé àíàëèç âåðåí äëÿ ëþáîãî ïîëÿ F õàðàêòåðèñòèêè,

îòëè÷íîé îò 2.
Â ñëó÷àå F = C ýòî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü òàêóþ ëåììó:

Ëåììà 16. Ïóñòü Q1, Q2 � êâàäðàòè÷íûå �îðìû â Cn+1
. Ïðîåêòèâíûå êâàäðèêè CQ1

è CQ2
ñîâïàäàþò

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �îðìû ïðîïîðöèîíàëüíû: ñóùåñòâóåò λ ∈ C, λ 6= 0 òàêîå, ÷òî Q1 = λQ2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îäíó ñòîðîíó ëåììà î÷åâèäíà: åñëè Q2 = λQ1, ãäå λ 6= 0, òî CQ1
= CQ2

.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà â äðóãóþ ñòîðîíó îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè C
def

= CQ1
= CQ2

. Åñëè C = CPn
, òî

Q1 = Q2 = 0 è ëåììà âåðíà. Åñëè C 6= CPn
, òî ïóñòü òî÷êà a ∈ CPn

íå ëåæèò íà êâàäðèêå:Q1(ã) 6= 0 6= Q2(ã).
Îáîçíà÷èì λ = Q1(a)/Q2(a) è ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ �îðìó R = Q1 − λQ2 è êâàäðèêó CR. Î÷åâèäíî,

C ⊂ CR, ïðè÷åì âêëþ÷åíèå ñîáñòâåííîå, ò.ê. a ∈ CR, íî a /∈ C.
Ñîãëàñíî ëåììå 15 êàæäàÿ ïðÿìàÿ ℓ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç a, ïåðåñåêàåò C â îäíîé èëè äâóõ òî÷êàõ. Ýòè

òî÷êè ëåæàò òàêæå íà êâàäðèêå CR, íî íà òîé æå ïðÿìîé èìååòñÿ åùå îäíà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ CR � òî÷êà

a. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïðÿìàÿ ℓ íå êàñàåòñÿ êâàäðèêè C, òî îíà èìååò ñ CR íå ìåíüøå òðåõ îáùèõ òî÷åê.

Èç ëåììû 15 âûòåêàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ℓ ⊂ CR.

Åñëè ïðÿìàÿ ℓ êàñàåòñÿ êâàäðèêè C â òî÷êå b, òî, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1, Q1|ℓ̃ (tã+ sb̃) = c1t
2
è Q2|ℓ̃ (tã+

sb̃) = c2t
2
äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò c1, c2 6= 0. Òîãäà R|ℓ̃ (tã + sb̃) = ct2, ãäå c = c1 − λc2. Ïîñêîëüêó a ∈ CR,

êîíñòàíòà c = 0, è îïÿòü-òàêè ïîëó÷àåì, ÷òî ℓ ⊂ CR.

Òåì ñàìûì êâàäðèêà CR ñîäåðæèò âñå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó a � ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñîâïàäàåò

ñ CPn
. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî R = 0, òî åñòü Q2 = λQ1. �

Ïðèìåð 1. Íàä ïîëåì F = R àíàëîã ëåììû 16 îòñóòñòâóåò: êâàäðàòè÷íûå �îðìû Q1(x0, x1, x2) = x2
1 + x2

2 è

Q2(x0, x1, x2) = x2
1 + 2x2

2 â R2
íå ïðîïîðöèîíàëüíû, íî CQ1

= CQ2
= {[1 : 0 : 0]} ⊂ RP 2

(òî÷êà).

Ïðè F = C òåïåðü ìîæíî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê òåîðåìå 14:

Òåîðåìà 17. Åñëè êâàäðèêè CQ1
è CQ2

â ïðîñòðàíñòâå CPn
ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíû, òî êâàäðàòè÷íûå

�îðìû Q1 è Q2 â Cn+1
ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êâàäðèêè CQ1
è CQ2

ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíû: CQ1
= (PA)(PQ2

), ãäå A : V → V �

îáðàòèìîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Îáîçíà÷èìQ(v)
def

= µA(Q2); òîãäà Q � êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà òîãî æå ðàíãà,

÷òî è Q2, è êâàäðèêè CQ1
è CQ ñîâïàäàþò. Ïî ëåììå 16 �îðìû Q è Q1 ïðîïîðöèîíàëüíû: Q = λQ1, ãäå

λ 6= 0. Íàä ïîëåì C ïðîïîðöèîíàëüíûå �îðìû ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû: λQ1(v) = Q1(
√
λv). Ñëåäîâàòåëüíî,

�îðìà Q1 ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíà Q = µA(Q2), òî åñëè ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíà Q2. �


