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9. ÀË�ÅÁ�ÀÈ×ÅÑÊÀß �ÅÎÌÅÒ�Èß: ÊÂÀÄ�ÈÊÈ È ÊÎÍÈÊÈ.

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n + 1 è Q : V → F � êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà. Î÷åâèäíî,

÷òî åñëè Q(v) = 0, òî Q(tv) = 0 äëÿ âñåõ t ∈ F, òàê ÷òî Q îáðàùàåòñÿ â íóëü ñðàçó íà âñåé ïðÿìîé,

ñîäåðæàùåé v. Ìíîæåñòâî CQ
def

= {ℓ ∈ PV | Q|ℓ = 0} = {〈v〉 ∈ PV | v ∈ V,Q(v) = 0} ⊂ PV íàçûâàåòñÿ

ïðîåêòèâíîé êâàäðèêîé. Î÷åâèäíî, CQ = CtQ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà t ∈ F \ {0}. Â ÷àñòíîñòè, åñëè V =
Fn+1

, êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà çàäàåòñÿ �îðìóëîé QA(x0, . . . , xn) =
∑n

i,j=0
aijxixj = 0; áóäåì ïèñàòü CA âìåñòî

CQA
äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êâàäðèêè. Êâàäðèêà íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ êîíèêîé.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü p∨ ⊂ FPn
� ãèïåðïëîñêîñòü, çàäàííàÿ �îðìóëîé p∨ = {[x0 : · · · : xn] ∈ FPn | p0x0 +

· · · + pnxn = 0} (èíûìè ñëîâàìè, äâîéñòâåííàÿ òî÷êå p = [p0 : · · · : pn] ∈ (FPn)∗). a) Ïóñòü p∨, q∨ ⊂ FPn
�

äâå ðàçëè÷íûå ãèïåðïëîñêîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî p∨ ∪ q∨ � ïðîåêòèâíàÿ êâàäðèêà. á) Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðèêà

CA èìååò âèä p∨ ∪ q∨ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèíåéíûé îïåðàòîð A : Fn+1 → Fn+1
ñ ìàòðèöåé A â

ñòàíäàðòíîì áàçèñå èìååò îäíîìåðíûé îáðàç. Êàê ïî (îäíîðîäíûì) êîîðäèíàòàì òî÷åê p = [p0 : · · · : pn] è
q = [q0 : · · · : qn] íàïèñàòü ìàòðèöó A? Êàê ïî ìàòðèöå A âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû òî÷åê p è q?

Ïóñòü B ∈ Mat(n, n,F) � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà n × n ñ ýëåìåíòàìè (bij)
n
i,j=1, c = (c1, . . . , cn) ∈ Fn

� âåêòîð, è d ∈ F. Ìíîæåñòâî QB,c,d
def

= {(y1, . . . , yn) ∈ Fn |
∑n

i,j=1
bijyiyj +

∑n

i=1
ciyi + d = 0} íàçûâàåòñÿ

à��èííîé êâàäðèêîé.

Çàäà÷à 2. a) Ïóñòü FPn = Fn ⊔ FPn−1
� ñòàíäàðòíîå ðàçáèåíèå, è CA ⊂ FPn

� ïðîåêòèâíàÿ êâàäðèêà.

Äîêàæèòå, ÷òî CA ∩Fn
� à��èííàÿ êâàäðèêà èëè ïðÿìàÿ èëè ïóñòîå ìíîæåñòâî; óòî÷íèòå, â êàêîì èìåííî

ñëó÷ààå òî, äðóãîå è òðåòüå. Êàê ñâÿçàíû ìàòðèöà B, âåêòîð c è êîíñòàíòà d à��èííîé êâàäðèêè ñ ìàòðèöåé

A? á) ×òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåñå÷åíèå QA ∩ FPn−1
êâàäðèêè ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ãèïåðïëîñêîñòüþ?

â) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé à��èííîé êâàäðèêèQB,c,d ⊂ F
n
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïðîåêòèâíàÿ êâàäðèêà

QA ⊂ FPn
òàêàÿ, ÷òî QB,c,d = QA ∩ Fn

.

Çàäà÷à 3. Ïîñòðîéòå ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè RP 2
, ïåðåâîäÿùåå a) îêðóæíîñòü x2 + y2 = 1

â ãèïåðáîëó x2 − y2 = 1; á) îêðóæíîñòü â ïàðàáîëó x2 − y = 0; â) ïàðàáîëó â ãèïåðáîëó. Êóäà ïåðåéäóò ïðè
ýòîì áåñêîíå÷íî óäàëåííûå òî÷êè? Êàêèå òî÷êè ñòàíóò áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè? Äîêàæèòå, ÷òî à��èííûõ

ïðåîáðàçîâàíèé ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè íå ñóùåñòâóåò.

Óêàçàíèå. Ïîä îêðóæíîñòüþ, ãèïåðáîëîé è ò.ï. íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïîíèìàþòñÿ ïðîåêòèâíûå êâàäðèêè,

ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ ñ à��èííîé ïëîñêîñòüþ (äîïîëíåíèåì ê áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïðÿìîé) ýòî îêðóæíîñòü,

ãèïåðáîëà è ò.ï. Ñð. ñ çàäà÷åé 2.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êîíèêà è ïðÿìàÿ ëèáî èìåþò íå áîëåå äâóõ îáùèõ òî÷åê, ëèáî ïðÿìàÿ öåëèêîì

ëåæèò â êîíèêå.

Ïðÿìàÿ, èìåþùàÿ ñ êîíèêîé ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó èëè öåëèêîì â íåé ëåæàùàÿ, íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé

ê êîíèêå. (Ïðîäóìàéòå, ÷òî ýòî îçíà÷àåò â ñëó÷àå, êîãäà êîíèêà âûðîæäåííàÿ!) Åñëè îäíà è òà æå ïðÿìàÿ

êàñàåòñÿ äâóõ êîíèê â îäíîé è òîé æå òî÷êå, òî ãîâîðÿò, ÷òî êîíèêè êàñàþòñÿ â ýòîé òî÷êå.

Çàäà÷à 5. a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äâå êîíèêè íàä C èëè R èìåþò êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî îáùèõ òî÷åê, òî ýòî

êîëè÷åñòâî íå áîëüøå 4. á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äâå êîíèêè íàä C èëè R èìåþò íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî îáùèõ

òî÷åê, òî â îäíîé èç ýòèõ òî÷åê îíè êàñàþòñÿ. â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äâå êîíèêè íàä C íå êàñàþòñÿ, òî îíè

èìåþò ðîâíî 4 îáùèõ òî÷êè. Êàê ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî äâå îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè èìåþò íå áîëåå

äâóõ îáùèõ òî÷åê?

Çàäà÷à 6. a) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê p ∈ (FP 2)∗, äëÿ êîòîðûõ ïðÿìàÿ p∨ ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé

ê íåâûðîæäåííîé êîíèêå Q ⊂ FP 2
, îáðàçóþò â (FP 2)∗ íåâûðîæäåííóþ êîíèêó Q∨

. ×òî ïðîèñõîäèò, åñëè

êîíèêà Q âûðîæäåííàÿ? á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êîíèêà Q íåâûðîæäåíà, òî êîíèêà, äâîéñòâåííàÿ ê Q∨
,

ýòî Q (ïðè ñòàíäàðòíîì îòîæäåñòâëåíèè FP 2
è (FP 2)∗∗). â) Ñêîëüêî îáùèõ êàñàòåëüíûõ ìîãóò èìåòü äâå

íåâûðîæäåííûå êîíèêè â FP 2
ïðè F = R è C? Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ýòî ÷èñëî íå÷åòíî, òî êîíèêè êàñàþòñÿ.

ã) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äâå êîíèêè íàä C íå êàñàþòñÿ, òî îíè èìåþò 4 îáùèõ êàñàòåëüíûõ.

Çàäà÷à 7. a) Äîêàæèòå òåîðåìó Ïàñêàëÿ: ïóñòü abcdef � øåñòèóãîëüíèê, âåðøèíû êîòîðîãî ëåæàò íà

êîíèêå Q. Òîãäà òî÷êè ab ∩ de, bc ∩ ef è cd ∩ fa ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. á) Âûâåäèòå èç òåîðåìû Ïàñêàëÿ

òåîðåìó Ïàïïà. â) Äîêàæèòå òåîðåìó Áðèàíøîíà: ïóñòü abcdef � øåñòèóãîëüíèê, âñå ñòîðîíû êîòîðîãî ab,

bc, cd, de, ef êàñàþòñÿ êîíèêè Q. Òîãäà äèàãîíàëè ad, be è cf ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. ã) Âûâåäèòå èç

òåîðåìû Áðèàíøîíà òåîðåìó, äâîéñòâåííóþ òåîðåìå Ïàïïà.
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