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Ëèñòîê 1.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü A∆B = (A\B)∪(B\A). Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî 2X , ñîñòîÿùåå
èç âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, ñ îïåðàöèåé ∆ ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : R→ R, ãðàôèê êîòîðûõ
(a) ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî äâóõ âåðòèêàëüíûõ ïðÿìûõ;
(b) ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé è òî÷êè;
(c) ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî äâóõ òî÷åê.

Çàäà÷à 3. Çàäàíà áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé g1, g2, . . . , gn, . . ., îïðå-
äåëåííûõ íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íàáîð ôóíêöèé
f1, . . . fN , êîìïîçèöèÿìè êîòîðûõ ìîæíî çàïèñàòü ëþáóþ èç ôóíêöèé gk.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ó ôóíêöèè íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ìíîæåñòâî òî÷åê ñòðî-
ãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü E � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî (a) ñó-
ùåñòâóåò òàêîé âåêòîð v, ÷òî E + v íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ E, (b) ñóùåñòâóåò óãîë ϕ è
òî÷êà O, ÷òî Rϕ

OE íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ E. (c) ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ l òàêàÿ, ÷òî SlE íå
ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì E.

Çàäà÷à 6. Ñ÷åòíîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ïëîòíûì, åñëè äëÿ âñÿ-
êèõ äâóõ ýëåìåíòîâ åñòü ýëåìåíò, ëåæàùèé ìåæäó íèìè. Äîêàæèòå, ÷òî ìåæäó ëþ-
áûìè äâóìÿ ïëîòíûìè ñ÷åòíûìè ìíîæåñòâàìè áåç íàèìåíüøèõ è íàèáîëüøèõ ýëå-
ìåíòîâ ñóùåñòâóåò ìîíîòîííàÿ áèåêöèÿ.

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî
(a) ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : R× R→ R âèäà f(x, y) = h(ϕ(x) + ψ(y));
(b)∗ ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : R× R→ R âèäà f(x, y) = ϕ(x) + ψ(y).

Çàäà÷à 8. Ñóùåñòâóåò ëè ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûé ïî âêëþ÷åíèþ êîíòèíóàëüíûé
íàáîð ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë?

Çàäà÷à 9. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæíî çàäàòü íà ìíî-
æåñòâå èç ïÿòè ýëåìåíòîâ?

Åñëè íà ìíîæåñòâå A çàäàíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼, òî ïîäìíîæåñòâà âèäà
{b : b ∼ a} íàçûâàþòñÿ êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè, à ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ
òàêèõ êëàññîâ, íàçûâàåòñÿ ôàêòîð ìíîæåñòâîì A/ ∼.
Çàäà÷à 10. Â ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ îïèøèòå ôàêòîð ìíîæåñòâî A/ ∼ è äàéòå åãî

ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ:
(a) A = Q è a ∼ b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ c 6= 0 òàêîå, ÷òî a = bc;
(b) A = {−1, 1} × [0, 1], è (x, t) ∼ (y, s) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t = s = 1 èëè

t = s = 0 èëè x = y, t = s.
(c) A = {−1, 1} × [0, 1]× {−1, 1}, è (x, t, z) ∼ (y, s, v) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

t = s = 1, z = v èëè t = s = 0, x = y èëè x = y, t = s, z = v;
(d) A = [0, 1]×[0, 1] è (x, t) ∼ (y, s) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = y è t, s ∈ {0, 1}

èëè x, y ∈ {0, 1} è t = s;
(e) A = [0, 1] × [0, 1] è (x, t) ∼ (y, s) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 1 − y è

t = 0, s = 1 èëè x = y, t = s.
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