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Ëèñòîê 5.

Çàäà÷à 1. Áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî A íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé òàêîâî, ÷òî äëÿ âñÿêèõ x, y ∈ A,
x < y, ñóùåñòâóåò z ∈ A, x < z < y. Îáÿçàíî ëè çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A ñîäåðæàòü
âíóòðåííþþ òî÷êó?
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé

ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíûì.
Çàäà÷à 3.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìóþ íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåïóñòûõ è

íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ èëè äâóõ íåïóñòûõ è íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíó-
òûõ ìíîæåñòâ.

(b) Îïèøèòå âñå ïîäìíîæåñòâà ïðÿìîé, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî
îòêðûòûì è çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.
Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ

ñ÷åòíîãî íàáîðà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ.
Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé èç Rn â R êîíòèíóàëüíî.
Çàäà÷à 6.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f , îòîáðàæàþùàÿ ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîX â ìåòðè÷å-

ñêîå ïðîñòðàíñòâî Y íåïðåðûâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f−1(U) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì
ìíîæåñòâîì äëÿ âñÿêîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U .

(b) Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ èç ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî Y è K � êîìïàêò â X. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî f(K) êîìïàêòíî.

(c) Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ ìåòðè÷åñêîãî êîìïàêòà â êîìïàêò ÿâëÿåòñÿ
ãîìåîìîðôèçìîì.

(d) Ãîìåîìîðôíû ëè ìíîæåñòâà [0, 1] è [0, 1]2?
Çàäà÷à 7. Ïóñòü (X, %) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
(a) Ïóñòü A ⊂ X. Äîêàæèòå, ÷òî f(x) = dist(x,A) = inf{%(x, y) : y ∈ A} ÿâëÿåòñÿ

íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé.
(b) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî íóëåé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè X → R ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-

òûì ìíîæåñòâîì è âñÿêîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì íóëåé íåêîòîðîé
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.

(c) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêèõ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ñóùå-
ñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ðàâíà íóëþ íà îäíîì èç íèõ è åäèíèöå íà äðóãîì.
Çàäà÷à 8. (a) Îïèøèòå âñå íåïðåðûâíûå ÷èñëîâûå ôóíêöèè íà ïðÿìîé, óäîâëåòâîðÿ-

þùèå òîæäåñòâó f(x+ y) = f(x) + f(y).
(b) Ñóùåñòâóåò ëè ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî èç (a)?
(c) Ìîæíî ëè â ïóíêòå (a) çàìåíèòü íåïðåðûâíîñòü ìîíîòîííîñòüþ?
(d) Ìîæíî ëè â ïóíêòå (a) çàìåíèòü íåïðåðûâíîñòü îãðàíè÷åííîñòüþ f â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè íóëÿ?
Çàäà÷à 9.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè f : R → R ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå

÷åì ñ÷åòíûì îáúåäèíåíèåì çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.
(b) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà F ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ, ó êî-

òîðîé ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà F .
(c)∗ Äîêàæèòå, ÷òî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâîì òî÷åê ðàçðûâà íåêîòîðîé ôóíêöèè.
(d) Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ íà R, íåïðåðûâíàÿ âî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ è ðàç-

ðûâíàÿ âî âñåõ èððàöèîíàëüíûõ?
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Çàäà÷à 10. Ïóñòü C � ìíîæåñòâî Êàíòîðà è g � ôóíêöèÿ Êàíòîðà. Äîêàæèòå, ÷òî
(a) g(x+ y) ≤ g(x) + g(y),
(b) sup|x−y|≤δ |g(x)− g(y)| = g(δ),
(c) |g(x)− g(y)| ≤ |x− y|α, ãäå α = log3 2.
Çàäà÷à 11. Îïèøèòå âñå ìíîæåñòâà E íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé òàêèå, ÷òî âñÿêàÿ íåïðåðûâ-

íàÿ ôóíêöèÿ íà E ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà E.
Çàäà÷à 12. Ñóùåñòâóåò ëè íà [0, 1] íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî y

ìíîæåñòâî {x : f(x) = y} ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíûì?


