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Äâîéñòâåííîñòü äëÿ ìîäóëåé íàä àëãåáðîé

Ñåãîäíÿ ïðîäîëæèì èçó÷àòü ìîäóëè íàä êîíå÷íîìåðíûìè àëãåáðàìè. Íàïîìíèì, ÷òî
÷åðåç Mod−A è A−Mod ìû îáîçíà÷àåì êàòåãîðèè ïðàâûõ è ëåâûõ ìîäóëåé íàä àëãåáðîé
A ñîîòâåòñòâåííî, à ÷åðåç mod−A è A−mod � èõ ïîäêàòåãîðèè êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ
ìîäóëåé. Àíàëîãè÷íî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ Proj − A, proj − A, A − Proj,
A − proj, Inj − A, inj − A, A − Inj, A − inj äëÿ êàòåãîðèé ïðîåêòèâíûõ è èíúåêòèâíûõ
ìîäóëåé.

Íà÷í¼ì ñî ñëåäóþùåãî ôàêòà

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì k. Òîãäà ìåæäó íåðàçëî-
æèìûìè ïðîåêòèâíûìè è ïðîñòûìè A-ìîäóëÿìè åñòü áèåêöèÿ. Ïðè ýòîì ìîæíî òàê
çàíóìåðîâàòü èõ, ÷òî (ãäå Pi � ïðîåêòèâíûå, à Si � ïðîñòûå)

Hom(Pi, Sj) 6= 0⇐⇒ i = j.

Ìû äîêàçàëè ýòî ïðåäëîæåíèå äâå ëåêöèè íàçàä äëÿ àëãåáðû ïóòåé â êîë÷àíå � è
ïðîñòûå, è íåðàçëîæèìûå ïðîåêòèâíûå ìîäóëè ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì êîë÷àíà. Êàê
ìû âèäåëè (â ñèëó òåîðåì Ãàáðèýëÿ), ýòî äà¼ò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1 äëÿ ëþáîé
êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå ïðåäëîæåíèå 1 â îáùåì ñëó÷àå, ïîëüçóÿñü îáùèìè ñâîéñòâàìè ìî-
äóëåé è òåîðèåé Êðóëëÿ-Øìèäòà.

À êàê óñòðîåíû èíúåêòèâíûå ìîäóëè? Äëÿ êîëåö âîîáùå (âðîäå Z, k[x]) îíè âåäóò ñåáÿ
íåïîõîæå íà ïðîåêòèâíûå � íàïðèìåð, îíè âñåãäà áåñêîíå÷íî ïîðîæäåíû. Îäíàêî äëÿ
êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð èíúåêòèâíûå ìîäóëè î÷åíü ïîõîæè íà ïðîåêòèâíûå. Ïðè÷èíà â
òîì, ÷òî êàòåãîðèè ïðàâûõ è ëåâûõ êîíå÷íîìåðíûõ ìîäóëåé äâîéñòâåííû äðóã äðóãó.

Ïóñòü A � àëãåáðà íàä k, à M � ïðàâûé A-ìîäóëü. Îáîçíà÷èì

M∗ := Homk(M, k),

ýòî ëåâûé A-ìîäóëü. Äëÿ ãîìîìîðôèçìà f : M → N ïðàâûõ A-ìîäóëåé äâîéñòâåííîå
îòîáðàæåíèå f ∗ : N∗ → M∗ åñòü ãîìîìîðôèçì ëåâûõ A-ìîäóëåé. Òàêèì îáðàçîì, èìååì
ôóíêòîð k-ëèíåéíîé äâîéñòâåííîñòè

∗ : Mod−A→ (A−Mod)op

(èëè (Mod−A)op → A−Mod). Àíàëîãè÷íî åñòü ôóíêòîð ∗ èç ëåâûõ ìîäóëåé â ïðàâûå.
Ìîæíî ïðèìåíèòü ∗ äâà ðàçà è ïîëó÷èòü êîâàðèàíòíûå ôóíêòîðû Mod−A → Mod−A è
A−Mod→ A−Mod. Êðîìå òîãî, âëîæåíèå M →M∗∗ ìîäóëåé çàäà¼ò ìîðôèçì ôóíêòîðîâ
id→ ∗∗.

Ôóíêòîð ∗ ïåðåâîäèò êîíå÷íîìåðíûå ìîäóëè â êîíå÷íîìåðíûå, à ìîðôèçì id→ ∗∗ íà
íèõ åñòü èçîìîðôèçì. Ïîýòîìó ∗ çàäà¼ò ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó êîíå÷íîìåðíûìè ïðàâû-
ìè è ëåâûìè ìîäóëÿìè, îáðàòíîé ê êîòîðîé áóäåò òàêæå ∗. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà. Ôóíêòîð ∗ çàäà¼ò âçàèìíî îáðàò-
íûå ýêâèâàëåíòíîñòè

mod−A←→ A−mod.

Åãî îãðàíè÷åíèÿ çàäàþò ýêâèâàëåíòíîñòè è áèåêöèè

proj− A←→ (A− inj)op,

inj− A←→ (A− proj)op,

{ïðîñòûå â mod−A} ←→ {ïðîñòûå â A−mod},
Ind(mod−A)←→ Ind(A−mod).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîåêòèâíûå îáúåêòû àáåëåâîé êàòåãîðèè � ýòî èíúåê-
òèâíûå îáúåêòû äâîéñòâåííîé êàòåãîðèè è íàîáîðîò.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà.

1. Â êàòåãîðèè mod−A äîñòàòî÷íî ìíîãî èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ, ò.å. êàæäûé îáú-
åêò âêëàäûâàåòñÿ â èíúåêòèâíûé.

2. Ìîäóëü A∗ � èíúåêòèâíûé êîãåíåðàòîð mod−A, ò.å. ëþáîé ìîäóëü âêëàäûâàåòñÿ
â (A∗)n äëÿ íåêîòîðîãî n.

3. Ìåæäó ïðîñòûìè è íåðàçëîæèìûìè èíúåêòèâíûìè A-ìîäóëÿìè åñòü áèåêöèÿ.
Ïðè ýòîì ìîæíî òàê çàíóìåðîâàòü èõ, ÷òî (ãäå Si � ïðîñòûå, à Ii � èíúåêòèâ-
íûå)

Hom(Si, Ij) 6= 0⇐⇒ i = j.

Ïîñìîòðèì, êàê âûãëÿäèò äâîéñòâåííîñòü äëÿ ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíîâ. Ïóñòü A �
àëãåáðà ïóòåé êîë÷àíà ñ ñîîòíîøåíèÿìè (ïî óìîë÷àíèþ, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ
äîïóñòèìû).

Çàäà÷à 2. Ïóñòü M � êîíå÷íîìåðíûé ïðàâûé ìîäóëü íàä àëãåáðîé ïóòåé êîë÷àíà ñ
ñîîòíîøåíèÿìè. Òîãäà ei(M

∗) = (Mei)
∗.

Èç ýòîé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî åñëè ìîäóëü M ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèþ êîë÷àíà
(Mi,ma)i∈Γ0,a∈Γ1 , òî äâîéñòâåííûé ìîäóëü ñîîòâåòñòâóåò äâîéñòâåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ
(M∗

i ,m
∗
a)i∈Γ0,a∈Γ1 .

Îïèøåì ÿâíî íåðàçëîæèìûå èíúåêòèâíûå ìîäóëè íàä àëãåáðîé ïóòåé A. Ïðàâûé èíú-
åêòèâíûé ìîäóëü Ii îïðåäåëèì êàê äâîéñòâåííûé ê ëåâîìó ïðîåêòèâíîìó ìîäóëþ Pi, êî-
òîðûé åñòü ïî îïðåäåëåíèþ Aei. Òåì ñàìûì, Ii = (Aei)

∗ = ei(A
∗) ïî çàäà÷å 2. Êîìïîíåíòû

ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñóòü

(Ii)j = (Ii)ej = ei(A
∗)ej = (ejAei)

∗ = 〈ïóòè èç i â j ïî ìîäóëþ ñîîòíîøåíèé〉∗.

Â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé k-ëèíåéíàÿ äâîéñòâåííîñòü îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé D �
äâîéñòâåííûé ê M åñòü DM .

Ïîìèìî k-ëèíåéíîé äâîéñâåííîñòè ∗, ðàññìàòðèâàþò òàêæå A-ëèíåéíóþ äâîéñòâåí-
íîñòü, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ∨. Äëÿ ëþáîãî êîëüöà A è M ∈ Mod−A îáîçíà÷èì

M∨ := HomMod−A(M,A).

Êîëüöî A äåéñòâóåò íà M∨ ñëåâà ïî ïðàâèëó (a · f)(m) := a · f(m) (ãäå a ∈ A, m ∈M , f ∈
M∨). Ýòî ïðåâðàùàåò M∨ â ëåâûé A-ìîäóëü, êîòîðûé ìû áóäåì íàçûâàòü äóàëüíûì ê M .
Äëÿ ãîìîìîðôèçìà M → N ïðàâûõ ìîäóëåé äâîéñòâåííîå îòîáðàæåíèå N∨ → M∨ åñòü
ãîìîìîðôèçì ëåâûõ ìîäóëåé, òåì ñàìûì èìååì ôóíêòîð A-ëèíåéíîé äâîéñòâåííîñòè

èëè äóàëèçàöèè
∨ : Mod−A→ (A−Mod)op.

Àíàëîãè÷íî åñòü ôóíêòîð ∨ èç ëåâûõ ìîäóëåé â ïðàâûå. Ìîæíî ïðèìåíèòü ∨ äâà ðàçà è
ïîëó÷èòü êîâàðèàíòíûå ôóíêòîðû Mod−A→ Mod−A è A−Mod→ A−Mod. Êðîìå òîãî,
âëîæåíèå M →M∨∨ ìîäóëåé çàäà¼ò ìîðôèçì ôóíêòîðîâ id→ ∨∨.

Ïðîäåëàåì òðèâèàëüíîå, íî âàæíîå âû÷èñëåíèå: A∨ ∼= A.
Ôóíêòîð ∨ òî÷åí ñëåâà, â ÷àñòíîñòè, ïåðåâîäèò ñþðúåêöèè â èíúåêöèè. Ïîýòîìó äëÿ

í¼òåðîâà êîëüöà ∨ ïåðåâîäèò êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ìîäóëè â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå. Îä-
íàêî äâàæäû äóàëüíûé ìîäóëü, êàê ïðàâèëî, íå èçîìîðôåí èñõîäíîìó. Ïîýòîìó äóàëè-
çàöèÿ íå äà¼ò ýêâèâàëåíòíîñòè íà êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ìîäóëÿõ, íî äà¼ò å¼ íà êîíå÷íî
ïîðîæä¼ííûõ ïðîåêòèâíûõ ìîäóëÿõ.
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Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü A � êîëüöî. Ôóíêòîð ∨ çàäà¼ò âçàèìíî îáðàòíûå ýêâèâàëåíò-
íîñòè

proj− A←→ (A− proj)op

ìåæäó êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûìè ïðîåêòèâíûìè ïðàâûìè è ëåâûìè ìîäóëÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, A∨ ∼= A, ïîýòîìó ∨ ïåðåâîäèò ñâîáîäíûå êîíå÷íî ïîðîæä¼í-
íûå è ñâîáîäíûå êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå è êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûìè ïðîåêòèâíûå â êîíå÷-
íî ïîðîæä¼ííûå ïðîåêòèâíûå (êàê ïðÿìûå ñëàãàåìûå ñâîáîäíûõ). Âî-âòîðûõ, ìîðôèçì
ôóíêòîðîâ id → ∨∨ íà Mod−A åñòü èçîìîðôèçì íà îáúåêòå A, à çíà÷èò è íà ëþáîì
ñâîáîäíîì êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîì è íà êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîì ïðîåêòèâíîì ìîäóëå.

Åñòåñòâåííî ïðèìåíèòü äâå äóàëèçàöèè ïîñëåäîâàòåëüíî. Ïîëó÷åííûé ôóíêòîð íàçû-
âàåòñÿ ôóíòîðîì Íàêàÿìû.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü A � àëãåáðà íàä k. Îïðåäåëèì ôóíêòîð Íàêàÿìû ν : Mod−A→
Mod−A êàê

ν(M) := (M∨)∗

è îáðàòíûé ôóíêòîð Íàêàÿìû ν− : Mod−A→ Mod−A êàê

ν−(M) := (M∗)∨.

Èç ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàåò

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà. Òîãäà ôóíêòîð ν òî÷åí ñïðàâà, à
ν− � ñëåâà. Îíè çàäàþò ýêâèâàëåíòíîñòè

ν : proj− A ∼−→ inj− A, ν− : inj− A ∼−→ proj− A.

Èìååì ν(A) ∼= A∗.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêòîð Íàêàÿìû ïåðåâîäèò íåðàçëîæèìûé ïðîåêòèâíûé ìî-
äóëü â òîò ñàìûé íåðàçëîæèìûé èíúåêòèâíûé ìîäóëü, êîòîðûé åìó ñîîòâåòñòâóåò ïðè
îïèñàííûõ â ïðåäëîæåíèÿõ 1 è 3 áèåêöèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ àëãåáð ïóòåé â êîë÷àíå èìå-
åì ν(Pi) ∼= Ii. Íàïðèìåð, ýòî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ôàêòà (î òîì, ÷òî ôóíêòîð Íàêàÿìû
� ïðèáëèæåíèå ê ôóíêòîðó Ñåððà, êîòîðûé ìû èçó÷èì ïîçæå).

Ïðåäëîæåíèå 7. Äëÿ ëþáîé k-àëãåáðû A, ëþáîãî A-ìîäóëÿ M è êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîãî
ïðîåêòèâíîãî A-ìîäóëÿ P èìååòñÿ èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, ôóíêòîðèàëü-
íûé ïî P è M :

Hom(P,M)∗ ∼= Hom(M, ν(P )).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñôîðìóëèðóåì äâå ïîëåçíûå ëåììû.

Ëåììà 8. Ïóñòü A � êîëüöî, P ∈ proj−A, M ∈ Mod−A. Òîãäà èìååòñÿ ôóíêòîðèàëü-
íûé èçîìîðôèçì

M ⊗A P
∨ ∼= HomA(P,M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ ìîäóëåé P,M èìååòñÿ åñòåñòâåííûé ìîðôèçì èç M ⊗A

HomA(P,A) â HomA(P,M), êîòîðûé ïåðåâîäèò m⊗ w â ãîìîìîðôèçì p 7→ m · w(p). Ýòîò
ìîðôèçì � èçîìîðôèçì äëÿ P = A (ïîòîìó ÷òî îáå ÷àñòè åñòüM), à çíà÷èò è äëÿ êîíå÷íî
ïîðîæä¼ííûõ ñâîáîäíûõ è ïðîåêòèâíûõ ìîäóëåé.
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Ëåììà 9. Ïóñòü A,B,C � k-àëãåáðû,M ∈ B−Mod−A, N ∈ A−Mod−C, K ∈ B−Mod−C
� áèìîäóëè. Òîãäà èìååòñÿ ôóíêòîðèàëüíûé èçîìîðôèçì

HomB−Mod−C(M ⊗A N,K) ∼= HomB−Mod−A(M,HomC(N,K)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáå ÷àñòè èçîìîðôíû ãðóïïå k-áèëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé f : M ×N →
K, äëÿ êîòîðûõ f(bm, n) = bf(m,n), f(m,nc) = f(m,n)c è f(ma, n) = f(m, an).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 7. Èìååì, ó÷èòûâàÿ ëåììû 8 è 9

HomA(P,M)∗ = Homk(HomA(P,M), k) ∼= Homk(M ⊗A P
∨, k) ∼= HomA(M,Homk(P

∨, k)) =

= HomA(M, ν(P )).

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê êëàññè÷åñêîé ãîìîëîãè÷åñêîé àëãåáðå.
Äëÿ àáåëåâîé êàòåãîðèè A ìû îïðåäåëèëè ãðóïïû Ext ìåæäó îáúåêòàìè M,N ∈ A:

ExtiA(M,N) := HomD(A)(M,N [i]).

Êàê èõ âû÷èñëÿòü? Ýòî óäîáíî äåëàòü, åñëè â êàòåãîðèè A äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ
îáúåêòîâ.

Ïðåäëîæåíèå 10. Ïóñòü P � ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà M . Òîãäà

ExtiA(M,N) ∼= H i(Hom(P,M)) = H i([Hom(P 0,M)→ Hom(P−1,M)→ . . .]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ìû çíàåì,

HomD(A)(M,N [i]) ∼= HomD(A)(P,N [i]) ∼= HomH(A)(P,N [i]).

Êàê íåñëîæíî âèäåòü, öèêëû êîìïëåêñà Hom(P,M) � ýòî ìîðôèçìû êîìïëåêñîâ P →
N [i], à ãðàíèöû êîìïëåêñà Hom(P,M) � ýòî ãîìîòîïíûå íóëþ ìîðôèçìû P → N [i]. Ïå-
ðåõîäÿ ê ôàêòîðàì, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Îñíîâíîé èíñòðóìåíò äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðóïï Ext � äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü.

Ïðåäëîæåíèå 11. Ïóñòü 0→ M → N → K → 0 � òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â A, à
X � îáúåêò A. Òîãäà èìåþòñÿ òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 // Hom(X,M) // Hom(X,N) // Hom(X,K)

ss
Ext1(X,M) // Ext1(X,N) // Ext1(X,K)

ss
Ext2(X,M) // Ext2(X,N) // Ext2(X,K)

rr. . .
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è
Hom(M,X)

++

Hom(N,X)oo Hom(K,X)oo 0oo

Ext1(M,X)

++

Ext1(N,X)oo Ext1(K,X) //

Ext2(M,X)

,,

Ext2(N,X)oo Ext2(K,X)oo

. . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè åñòü âûäåëåííûé òðå-
óãîëüíèê M → N → K →M [1] è ÄÒÏ ìîðôèçìîâ â òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè.

Ïðåäëîæåíèå 12. Ïóñòü M ∈ A � îáúåêò. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. M ïðîåêòèâåí;

2. Exti(M,N) = 0 ïðè âñåõ i > 0 è N ∈ A;

3. Ext1(M,N) = 0 ïðè âñåõ N ∈ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ⇒ (2) ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 10, ãäå ìîæíî âçÿòü P = M .
(2) ⇒ (3) î÷åâèäíî.
(3) ⇒ (1) ïðîâåðÿåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ. Ïóñòü 0 → X → Y → Z → 0 � òî÷íàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü. Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 11 åñòü òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Hom(M,Y )→ Hom(M,Z)→ Ext1(M,X) = 0.

À çíà÷èò, îòîáðàæåíèå Hom(M,Y )→ Hom(M,Z) ñþðúåêòèâíî, ÷òî è îçíà÷àåò ïðîåêòèâ-
íîñòü M .

Îïðåäåëåíèå 13. Ïóñòü M ∈ A � îáúåêò àáåëåâîé êàòåãîðèè. Åãî ïðîåêòèâíàÿ ðàçìåð-
íîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê

pdA(M) := max{i | ∃N ∈ A òàêîé, ÷òî Exti(M,N) 6= 0.}

Ïðåäëîæåíèå 12 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: M ïðîåêòèâåí òèòòê pd(M) = 0.

Ïðåäëîæåíèå 14. Ïóñòü 0→M → N → K → 0 � òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà

1. pd(N) 6 max(pd(M), pd(K)).

2. Ïóñòü N ïðîåêòèâåí. Òîãäà

pd(M) =

{
pd(K)− 1, pd(K) > 0

0, pd(K) = 0.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå ýòî ïðåäëîæåíèå.

Åñëè â A äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ, òî ñìîòðåòü íà ïðîåêòèâíóþ ðàç-
ìåðíîñò ìîæíî ïî-äðóãîìó.
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Ïðåäëîæåíèå 15. Ïóñòü â A äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ. Òîãäà

pd(M) = min{äëèíû ïðîåêòèâíûõ ðåçîëüâåíò M}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñóòè, íàäî ïðîâåðèòü ïðè âñåõ n ðàâíîñèëüíîñòü óñëîâèé:

• Exti(M,−) = 0 ïðè âñåõ i > n;

• ó M åñòü ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà äëèíû íå áîëåå n.

Ñëåäñòâèå ââåðõ î÷åâèäíî, òàê êàê Ext(M,−) ìîæíî âû÷èñëÿòü ïðè ïîìîùè ýòîé íå
î÷åíü äëèííîé ðåçîëüâåíòû. Ïðîâåðèì ñëåäñòâèå âíèç ïî èíäóêöèè ïî n. Ïðè n = 0 âèäèì,
÷òî M ïðîåêòèâåí â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 12. Ìîæíî âçÿòü ñàì M â êà÷åñòâå ðåçîëüâåíòû
äëèíû 0. Åñëè n > 0, íàêðîåìM ïðîåêòèâíûì îáúåêòîì P 0 è îáîçíà÷èì ÿäðî ÷åðåçM ′. Ïî
ïðåäëîæåíèþ 14, èìååì pd(M ′) = pd(M)−1 6 n−1, è çíà÷èò ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè
óM ′ åñòü ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà äëèíû 6 n−1. Ïðèñîåäèíÿÿ å¼ ê P 0, ïîëó÷èì íóæíóþ
ðåçîëüâåíòó äëÿ M .

Îïðåäåëåíèå 16. Ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ àáåëåâîé êàòåãîðèè A íàçûâàåòñÿ

hdim(A) := max{i | ∃M,N ∈ A òàêèå, ÷òî ExtiA(M,N) 6= 0} = max
M∈A

pdA(M).

Îïðåäåëåíèå 17. Ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ êîëüöà A íàçûâàåòñÿ

gldim(A) := hdim(Mod−A).

Åñëè êîëüöî í¼òåðîâî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî hdim(Mod−A) = hdim(mod−A), è îáû÷íî
óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ ïîñëåäíåé ôîðìóëîé.

Ïðèìåð 18. Ãëîáàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü êîëüöà A ðàâíà íóëþ òèòòê A èçîìîðôíî êîíå÷-
íîìó ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ êîëåö ìàòðèö íàä òåëàìè. Ýòî ïðîâåðÿåòñÿ ïðèìåðíî òàê
æå, êàê àíàëîãè÷íûé ôàêò ïðî ïîëóïðîñòûå êîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû. Êîëüöà ñ gldim = 0
íàçûâàþòñÿ ïîëóïðîñòûìè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé òàêèå êîëüöà íå èíòå-
ðåñíû.

Îïðåäåëåíèå 19. Êîëüöî A íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííûì, åñëè gldim(A) 6 1.

Ïðåäëîæåíèå 20. Ïóñòü Γ � êîë÷àí, òîãäà gldim(kΓ) 6 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ó ëþáîãî ìîäóëÿ M åñòü ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà äëè-
íû 1. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ íåðàçëîæèìûõ ïðîåêòèâíûõ ìîäóëåé Pi, i ∈ Γ0 ïðîñòðàíñòâî
Hom(Pi, Pj) èìååò áàçèñîì ïóòè èç i â j, à Hom(Pi,M) ∼= Mi. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó

(1) 0→ ⊕a : i→j,a∈Γ1Mj ⊗ Pi
d1−→ ⊕i∈Γ0Mi ⊗ Pi

d0−→M → 0.

Çäåñü d0 � êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå âû÷èñëåíèÿ, à d1 � ðàçíîñòü îòîáðàæåíèé a ⊗
1: Mj ⊗ Pi → Mi ⊗ Pi è 1 ⊗ a : Mj ⊗ Pi → Mj ⊗ Pj. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî (1) � òî÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, è å¼ ÷ëåíû (êðîìå M) ïðîåêòèâíû.

Çàäà÷à 4. Ïðîâåðüòå òî÷íîñòü (1).

Ëåììà 21. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà, à S1, . . . , Sn � âñå ïðîñòûå A-ìîäóëè.
Òîãäà

gldim(A) = max
i

pd(Si).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 14(1) è òîãî, ÷òî ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé
ìîäóëü èìååò êîíå÷íóþ ôèëüòðàöèþ ïðîñòûìè ìîäóëÿìè.

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëèòü ãëîáàëüíóþ ðàçìåðíîñòü êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû ìîæíî,
íàïèñàâ ïðîåêòèâíûå ðåçîëüâåíòû êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòûõ ìîäóëåé. Ñäåëàåì ýòî äëÿ
(êîíå÷íîìåðíîé) àëãåáðû ïóòåé êîë÷àíà áåç îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 20 äëÿ êîë÷àíà áåç öèêëîâ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðåçîëü-
âåíòîé Si áóäåò êîìïëåêñ

0→ ⊕a : j→iPj → Pi → Si → 0.

Äåéñòâèòåëüíî, â êàæäîé âåðøèíå k ÿäðî íàêðûòèÿ Pi → Si èìååò áàçèñ èç ïóòåé k → i
ïîëîæèòåëüíîé äëèíû. À îáðàç ñëàãàåìîãî, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòðåëêå a, èìååò áàçèñîì
ðîâíî òå ïóòè èç k â i, êîòîðûå êîí÷àþòñÿ íà a.

Ïðèìåð 22. Ïóñòü A = k〈t〉 = k[t]/(t) � àëãåáðà äóàëüíûõ ÷èñåë. Îíà èìååò åäèíñòâåí-
íûé ïðîñòîé ìîäóëü k, åãî ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà áåñêîíå÷íà è âûãëÿäèò òàê:

. . . A
t−→ A

t−→ A
t−→ A.

Âû÷èñëÿÿ Ext, èìååì ExtiA(k, k) = k ïðè âñåõ i > 0. Òåì ñàìûì, gldim(A) = pdA(k) =∞.

Ïðèìåð 23. Ïóñòü
Γ = (1→ 2→ . . .→ (n− 1)→ n)

� ëèíåéíûé êîë÷àí òèïà An. Ïðîñòûå, íåðàçëîæèìûå ïðîåêòèâíûå è èíúåêòèâíûå ìîäóëè
âûãëÿäÿò òàê:

Si : (0← 0← . . .← 0← k← 0← . . .← 0),

Pi : (k← k← . . .← k← k← 0← . . .← 0),

Ii : (0← 0← . . .← 0← k← k← . . .← k).

Ìîäóëè Si èìåþò ïðîåêòèâíóþ ðåçîëüâåíòó [Pi−1 → Pi] ïðè i > 1, ìîäóëü S1 = P1

ïðîåêòèâåí.

Ïðèìåð 24. Ïóñòü òåïåðü A� àëãåáðà ïóòåé â ëèíåéíîì êîë÷àíå òèïà An ñ ìàêñèìàëüíû-
ìè ñîîòíîøåíèÿìè: êîìïîçèöèÿ ëþáûõ äâóõ ñòðåëîê ðàâíà íóëþ. Ïðîñòûå, íåðàçëîæèìûå
ïðîåêòèâíûå è èíúåêòèâíûå A-ìîäóëè òåïåðü âûãëÿäÿò òàê:

Si : (0← . . .← 0← 0← k← 0← 0← . . .← 0),

Pi : (0← . . .← 0← k← k← 0← 0← . . .← 0),

Ii : (0← . . .← 0← 0← k← k← 0← . . .← 0)

(çäåñü Pi ñîñðåäîòî÷åí â ñòåïåíÿõ i− 1 è i, à Ii � â ñòåïåíÿõ i è i + 1). Ìîäóëè Si èìåþò
ïðîåêòèâíóþ ðåçîëüâåíòó [P1 → P2 → . . . → Pi−1 → Pi]. Òåì ñàìûì, pdA(Si) = i − 1 è
gldim(A) = n− 1.

Ãëîáàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå � ìàêñèìàëüíàÿ âîçìîæíîñòü äëÿ
äàííîé äëèíû êîë÷àíà.

Îïðåäåëåíèå 25. Äëèíîé êîë÷àíà Γ íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ïóòè â Γ.
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Îïðåäåëåíèå 26. Äëèíîé êîë÷àíà Γ íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå òàêîå n, ÷òî åñòü ðàçáèå-
íèå

Γ0 = tni=0Γ
(i)
0 ,

äëÿ êîòîðîãî ó ëþáîé ñòðåëêè a ñ íà÷àëîì â Γ
(i)
0 è êîíöîì â Γ

(j)
0 âåðíî i < j (ò.å. ñòðåëêè

èäóò ñëåâà íàïðàâî).

Äëèíó Γ áóäåì îáîçíà÷àòü l(Γ). Îíà êîíå÷íà òèòòê â Γ íåò îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ.

Çàäà÷à 5. Ïîêàæèòå, ÷òî äàííûå îïðåäåëåíèÿ äëèíû ðàâíîñèëüíû.

Çàäà÷à 6. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîë÷àíà Γ è äîïóñòèìîãî èäåàëà ñîîòíîøåíèé I âåðíî
íåðàâåíñòâî

gldim(kΓ/I) 6 l(Γ).

8


