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Ïîëóîðòîãîíàëüíûå ðàçëîæåíèÿ, èñêëþ÷èòåëüíûå
íàáîðû è ïåðåñòðîéêè

Ñåãîäíÿ ñíîâà îáðàòèìñÿ ê àáñòðàêòíûì òðèàíãóëèðîâàííûì êàòåãîðèÿì.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü T � òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ,A ⊂ T � ïîäêàòåãîðèÿ. Îïðå-
äåëèì ïðàâûé è ëåâûé îðòîãîíàëû ê A êàê ïîëíûå ïîäêàòåãîðèè â T :

A⊥ := {X ∈ T | Homi(A,X) = 0 äëÿ âñåõ i ∈ Z, A ∈ A},

⊥A := {X ∈ T | Homi(X,A) = 0 äëÿ âñåõ i ∈ Z, A ∈ A},

ýòî òîëñòûå òðèàíãóëèðîâàííûå ïîäêàòåãîðèè â T . Ñêàæåì, ÷òî ïîäêàòåãîðèè A,B ⊂ T
ïîëóîðòîãîíàëüíû, åñëè A ⊂ B⊥.

Îïðåäåëåíèå 2. Äëÿ ïîëóîðòîãîíàëüíûõ ïîäêàòåãîðèé A,B ⊂ T îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈A,B〉
íàèìåíüøóþ ñòðîãóþ ïîëíóþ òðèàíãóëèðîâàííóþ ïîäêàòåãîðèþ â T , ñîäåðæàùóþ A è B.
Åñëè T = 〈A,B〉, ãîâîðÿò, ÷òî T èìååò ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå íà A è B.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü T = 〈A,B〉 � ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå. Òîãäà

1. Äëÿ ëþáîãî X ∈ T ñóùåñòâóåò âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê

(1) XB → X → XA → XB[1],

ãäå XA ∈ A, XB ∈ B.

2. Òðåóãîëüíèê (1) åäèíñòâåí äëÿ äàííîãî X è ôóíêòîðèàëüíî çàâèñèò îò X. Èìååì
ôóíêòîðû

pA : T → A, pA(X) = XA,

pB : T → B, pB(X) = XB.

3. Ôóíêòîð pA ñîïðÿæ¼í ñëåâà ê ôóíêòîðó âëîæåíèÿ iA : A → T , à ôóíêòîð pB ñî-
ïðÿæ¼í ñïðàâà ê ôóíêòîðó âëîæåíèÿ iB : B → T .

4. Ôóíêòîðû pA è pB òî÷íûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ýòî ñàìîå ñëîæíîå óòâåðæäåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ′ ïîëíóþ ïîä-
êàòåãîðèþ â T , îáðàçîâàííóþ òàêèìè X, äëÿ êîòîðûõ âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê (1) ñóùå-
ñòâóåò. Î÷åâèäíî, A,B ⊂ T ′. Ïîêàæåì, ÷òî T ′ òðèàíãóëèðîâàííà, îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü,
÷òî T ′ = T . Äëÿ ýòîãî ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîâåðèì (èñïîëüçóþ àêñèîìó îêòàýäðà), ÷òî êî-
íóñ ìîðôèçìà X → Y ëåæèò â T ′, åñëè

1. X ∈ T , Y ∈ A,

2. X ∈ T , Y ∈ B,

3. X ∈ A, Y ∈ T ,

4. X ∈ B, Y ∈ T ,

5. X ∈ T , Y ∈ T .
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(2) Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé ìîðôèçì f : X → Y åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî
ìîðôèçìà òðåóãîëüíèêîâ òèïà (1):

XB
u //

fB
��

X //

f

��

XA
//

fA
��

XB[1]

fB [1]
��

YB // Y v // YA
v // YB[1].

Äåéñòâèòåëüíî, Homi(XB, YA) = 0 ïðè âñåõ i, è äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîð-
ôèçìîâ èç XB â íèæíèé òðåóãîëüíèê âëå÷¼ò, ÷òî fu åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîïóñêàåòñÿ
÷åðåç YB. Àíàëîãè÷íî vf åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç XA. À ñóùåñòâîâàíèå
ìîðôèçìà òðåóãîëüíèêîâ ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ fB è àêñèîìû TR3.

Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ëþáûå äâà òðåóãîëüíèêà òèïà (1) äëÿ äàííîãî X èçîìîðô-
íû.

(3) Ïðîâåðèì ïåðâîå. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî

HomT (X, iA(A)) ∼= HomA(pA(X), A) = HomA(XA, A)

ïðè âñåõ A ∈ A, X ∈ T . Ýòî ñëåäóåò èç äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîðôèçìîâ
â A èç (1) è òîãî, ÷òî Homi(XB, A) = 0 ïðè âñåõ i.

(4) Îñòàâèì ñëóøàòåëþ êàê õîðîøåå óïðàæåíèå.

Çàäà÷à 1. Çàêîí÷èòå äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà (1) è äîêàæèòå ïóíêò (4).

Ôóíêòîðû pA è pB íàçûâàþò ôóíêòîðàìè ïðîåêöèè êàòåãîðèè T íà êîìïîíåíòû A è B
îòíîñèòåëüíî ðàçëîæåíèÿ T = 〈A,B〉.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîäêòåãîðèÿ A ⊂ T íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé ñëåâà (ñîîòâ. äîïóñòè-
ìîé ñïðàâà), åñëè ôóíêòîð âëîæåíèÿ A → T èìååò ëåâûé (ñîîòâ. ïðàâûé) ñîïðÿæ¼ííûé.
Ïîäêàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé, åñëè îíà äîïóñòèìà è ñëåâà, è ñïðàâà.

Òàêèì îáðàçîì, ëåâàÿ êîìïîíåíòà ïîëóîðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ äîïóñòèìà ñëåâà, à
ïðàâàÿ äîïóñòèìà ñïðàâà. Âåðíî è îáðàòíîå.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü òðèàíãóëèðîâííàÿ ïîäêàòåãîðèÿ A ⊂ T äîïóñòèìà ñëåâà (ñî-
îòâ. ñïðàâà). Òîãäà èìååò ìåñòî ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå T = 〈A,⊥A〉 (ñîîòâ.
T = 〈A⊥,A〉).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ïåðâîå. Ïóñòü X ∈ T , íàäî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òðå-
óãîëüíèê òèïà (1) ñ XB ∈⊥ A. Ðàññìîòðèì åäèíèöó ñîïðÿæåíèÿ e : X → iApA(X). Äëÿ
ëþáîãî A ∈ A ìîðôèçì e èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì

HomA(pA(X), A)
∼−→ HomT (iApA(X), iA(A))

e−→ HomT (X, iA(A)).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Homi(C(e), iA(A)) = 0 ïðè âñåõ i. Ýòî çíà÷èò, ÷òî C(e) ∈⊥ A è
òðåóãîëüíèê C(e)[−1]→ X → iApA(X)→ C(e) èñêîìûé.

Òàêèì îáðàçîì, çàäàíèå äîïóñòèìîé ñëåâà èëè ñïðàâà òðèàíãóëèðîâàííîé ïîäêàòåãî-
ðèè ðàâíîñèëüíî çàäàíèþ ïîëóîðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü A ⊂ T ′ ⊂ T � òðèàíãóëèðîâàííûå ïîäêàòåãîðèè è A äîïóñòè-
ìà ñëåâà â T . Òîãäà A äîïóñòèìà ñëåâà è â T ′. Èìåþòñÿ ïîëóîðòîãîíàëüíûå ðàçëîæåíèÿ

T = 〈A⊥,A〉, T ′ = 〈A⊥,T ′
,A〉,
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ãäå ⊥,T
′A = (⊥A)∩ T ′ � ëåâûé îðòîãîíàë ê A âíóòðè T ′. Ïðè ýòîì ôóíêòîðû ïðîåêöèè

íà êîìïîíåíòû âòîðîãî ðàçëîæåíèÿ ñóòü îãðàíè÷åíèÿ íà T ′ ôóíêòîðîâ ïðîåêöèè íà
êîìïîíåíòû ïåðâîãî ðàçëîæåíèÿ:

pT
′

A = pTA|T ′ , pT
′

⊥,T ′A = pT⊥A|T ′ .

Àíàëîãè÷íîå âåðíî äëÿ äîïóñòèìîé ñïðàâà ïîäêàòåãîðèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòü êîðî÷å, ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü. Âîçüì¼ì ëþáîé îáúåêò X ∈ T ′
è ïîñòðîèì òðåóãîëüíèê òèïà (1) â T :

XB → X → XA → XB[1],

ãäå XA ∈ A, XB ∈⊥ A. Ïðè ýòîì XB ∈ T ′, òàê êàê X,XA ∈ T ′. Òî åñòü, XB ∈⊥,T
′ A. Çíà÷èò,

ýòîò òðåóãîëüíèê � òèïà (1) äëÿ ïîäêàòåãîðèè A ⊂ T ′ è îðòîãîíàëà ⊥,T ′A. Îòñþäà ñëåäóåò
äîïóñòèìîñòü A è T ′ è ðàâåíñòâà ôóíêòîðîâ.

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü A,B ⊂ T � ïîëóîðòîãîíàëüíûå äîïóñòèìûå ñëåâà òðèàíãóëè-
ðîâàííûå ïîäêàòåãîðèè. Òîãäà ïîäêàòåãîðèÿ 〈A,B〉 ⊂ T òàêæå äîïóñòèìà è

p⊥〈A,B〉
∼= p⊥Bp⊥A.

Àíàëîãè÷íîå âåðíî äëÿ äîïóñòèìûõ ñïðàâà ïîäêàòåãîðèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X ∈ T . Èç äîïóñòèìîñòè A è B ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå âûäåëåí-
íûõ òðåóãîëüíèêîâ

X ′ → X → XA → X ′[1], X ′′ → X ′ → XB → X ′′[1],

ãäå X ′ ∈⊥ A, XA ∈ A, X ′′ ∈⊥ B, XB ∈ B. Ïðè ýòîì B ⊂⊥ A, çíà÷èò XB ∈⊥ A è ñëå-
äîâàòåëüíî X ′′ ∈⊥ A. Ïîëó÷àåì, ÷òî X ′′ ∈⊥ 〈A,B〉. Ïîêàæåì, ÷òî êîíóñ êîìïîçèöèè
f : X ′′ → X ′ → X ëåæèò â 〈A,B〉. Ýòî ñëåäóåò èç àêñèìîìû îêòàýäðà, êîòîðàÿ ãîâîðèò,
÷òî ñóùåñòâóåò âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê XB → C(f)→ XA → XB[1].

Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê òèïà (1)

X ′′
f−→ X → C(f)→ X ′′[1],

ãäå C(f) ∈ 〈A,B〉 è X ′′ ∈⊥ 〈A,B〉. Ïîëó÷àåì ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå

T = 〈〈A,B〉,⊥ 〈A,B〉〉,

ñëåäîâàòåëüíî 〈A,B〉 äîïóñòèìà ñëåâà â T .
Èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

p⊥〈A,B〉(X) = X ′′ = p⊥B(X ′) = p⊥B(p⊥A(X)).

Òåïåðü íàó÷èìñÿ ïåðåñòðàèâàòü ïîëóîðòîãîíàëüíûå ðàçëîæåíèÿ. Ïóñòü òðèàíãóëèðî-
âàííàÿ ïîäêàòåãîðèÿ A ⊂ T äîïóñòèìà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî èìåþòñÿ ïîëóîðòîãîíàëüíûå
ðàçëîæåíèÿ

〈B,A〉 = T = 〈A, C〉,

ãäå B = A⊥, C =⊥ A.
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Ïðåäëîæåíèå 8. Â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ôóíêòîðû

pCiB : B → C, pBiC : C → B

ñóòü âçàèìíî îáðàòíûå ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî ôóíêòîð pBiCpCiB : B → B èçîìîðôåí idB. Ïóñòü ηC : iCpC →
idT è ηB : pBiB → idB � êîåäèíèöû ñîïðÿæåíèÿ. Ìîðôèçì ηB � èçîìîðôèçì, òàê êàê iB
ñòðîãî ïîëîí. Ðàññìîòðèì ìîðôèçì ôóíêòîðîâ

pBiCpCiB
pBηCiB−−−−→ pBiB

è ïîêàæåì, ÷òî îí � èçîìîðôèçì. Äëÿ ëþáîãî X ∈ T èìååòñÿ âûäåëåííûé òðåãîëüíèê
òèïà (1):

iCpC(X)
ηC(X)−−−→ X → iApA(X)→ iCpC(X)[1].

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê ôóíêòîðîâ

pBiCpCiB
pBηCiB−−−−→ pBiB → pBiApAiB → pBiCpCiB[1].

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêòîð pBiA ðàâåí íóëþ (òàê êàê ïðîåêöèÿ A íà B ðàâíà íóëþ). Ñëåäîâà-
òåëüíî, pBηCiB � èçîìîðôèçì.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîìïîçèöèÿ pCiBpBiC èçîìîðôíà idC.

Ïåðåõîä îò ïîëóîðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ 〈A⊥,A〉 ê ðàçëîæåíèþ 〈A,⊥A〉 íàçûâàåòñÿ
ïåðåñòðîéêîé. Ýêâèâàëåíòíîñòè

LA = pA⊥i⊥A : ⊥A → A⊥, RA = p⊥AiA⊥ : A⊥ →⊥ A

áóäåì íàçûâàòü ôóíêòîðàìè ëåâîé è ïðàâîé ïåðåñòðîéêè îòíîñèòåëüíî A ñîîòâåòñòâåííî.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî îáúåêòà X, îðòîãîíàëüíîãî ñëåâà ê A, îïðåäåëåíà åãî ïåðå-

ñòðîéêà LA(X) ∈ A⊥, àíàëîãè÷íî äëÿ îáúåêòà Y , îðòîãîíàëüíîãî ñïðàâà ê A, îïðåäåëåíà
åãî ïåðåñòðîéêà RA(X) ∈⊥ A. Ïðè÷¼ì ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 6, ýòè ïåðåñòðîéêè íå çàâè-
ñÿò îò òîãî, âíóòðè êàêîé êàòåãîðèè èõ áðàòü.

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïîëóîðòîãîíàëüíûå ðàçëîæåíèÿ íà íåñêîëüêî êîìïîíåíò. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî

(2) T = 〈A1, . . . ,An〉

� ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå, åñëè ïîäêàòåãîðèè Ai òðèàíãóëèðîâàííû, Ai ⊂ A⊥j ïðè
âñåõ i < j è T � íàèìåíüøàÿ ñòðîãàÿ ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ â T , ñîäåðæàùàÿ âñå Ai. Èç
ïðåäëîæåíèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî X ∈ T ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà
äèàãðàììà

0 = Xn → Xn−1 → . . .→ X1 → X0 = X,

ãäå C(Xi → Xi−1) ∈ Ai ïðè âñåõ i = 1, . . . , n.
Åñëè âñå êîìïîíåíòû ðàçëîæåíèÿ (2) äîïóñòèìû, ìîæíî ðàññìîòðåòü åãî ïåðåñòðîé-

êè. Äëÿ ëþáîãî i ìîæíî çàìåíèòü â (2) ïàðó Ai,Ai+1 íà ïàðó LAi
(Ai+1),Ai èëè íà ïàðó

Ai+1, RAi+1
(Ai), ïîëó÷èì íîâîå ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå.
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Ïðèìåð 9. Ïóñòü A � êîëüöî, A = Mod−A. Êàê ìû ðàíüøå âèäåëè, èìåþòñÿ ïîëóîðòî-
ãîíàëüíûå ðàçëîæåíèÿ

H(A) = 〈Acycl(A), hProj(A)〉 = 〈hInj(A), Acycl(A)〉.

Òî åñòü, ïîäêàòåãîðèÿ Acycl(A) ⊂ H(A) äîïóñòèìà, à êàòåãîðèè hProj(A) è hInj(A)
ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïåðåñòðîéêàìè. Îáå îíè ýêâèâàëåíòíû D(A).

Áîëåå èíòåðåñíûå ïðèìåðû ïîëó÷àþòñÿ èç èñêëþ÷èòåëüíûõ íàáîðîâ.
Íàïîìíèì

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü T � òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ, ëèíåéíàÿ íàä ïîëåì k. Ãî-
âîðÿò, ÷òî T Hom-êîíå÷íà (ñîîòâ. Ext-êîíå÷íà), åñëè äëÿ âñåõ X, Y ∈ T ïðîñòðàíñòâî
Hom(X, Y ) (ñîîòâ. ⊕i∈Z Homi(X, Y )) êîíå÷íîìåðíî íàä k.

Îïðåäåëåíèå 11. Îáúåêò E â k-ëèíåéíîé òðèàíãóëèðîâííîé êàòåãîðèè T íàçûâàåòñÿ
èñêëþ÷èòåëüíûì, åñëè Hom(E,E) = k, Homi(E,E) = 0 ïðè âñåõ i 6= 0.

Ïðåäëîæåíèå 12. Ïóñòü E � èñêëþ÷èòåëüíûé îáúåêò â Ext-êîíå÷íîé òðèàíãóëèðî-
âàííîé êàòåãîðèè T . Òîãäà

1. 〈E〉 ∼= Db(mod−k);

2. ïîäêàòåãîðèÿ 〈E〉 ⊂ T äîïóñòèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïî÷òè î÷åâèäíî: ëþáîé îáúåêò â 〈E〉 èìååò âèä êîíå÷íîé ñóììû
⊕iEdi [i].

(2) Ïóñòü X ∈ T . Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì ev : ⊕iHomi(E,X)⊗kE[−i]→ X
è åãî äîïîëíåíèå äî âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà:

XE := ⊕i Homi(E,X)⊗k E[−i]→ X → C(ev) =: XE⊥ → XE[1].

Çäåñü ñóììà ñóùåñòâóåò, ïîòîìó ÷òî êîíå÷íà, òàê êàê êàòåãîðèÿ T Ext-êîíå÷íà. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ev èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì íà Homi(E,−) ïðè âñåõ i. Òàêèì îáðàçîì, XE ∈
〈E〉, XE⊥ ∈ E⊥ è òðåóãîëüíèê XE → X → XE⊥ → XE[1] äîêàçûâàåò, ÷òî T = 〈E⊥, 〈E〉〉.

Àíàëîãè÷íî, èìååòñÿ âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê

C(ev′)[−1]→ X
ev′−→ ⊕i Homi(X,E)∗ ⊗k E[i]→ C(ev′),

ãäå C(ev′)[−1] ∈⊥ E, ñëåäîâàòåëüíî T = 〈〈E〉,⊥E〉.

Çàìå÷àíèå 13. Èç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò ÿâíûé âèä ôóíêòîðîâ ïðîåêöèè íà êîìïî-
íåíòû ðàçëîæåíèé 〈E⊥, 〈E〉〉 è T = 〈〈E〉,⊥E〉 è ñîîòâåòñòâåííî ôóíêòîðîâ ïåðåñòðîéêè
îòíîñèòåëüíî E. Èìååì:

p
〈〈E〉,⊥E〉
E (X) = ⊕i Homi(E,X)⊗k E[−i],

p
〈E⊥,〈E〉〉
E (X) = ⊕i Homi(X,E)∗ ⊗k E[i],

pE⊥(X) = LE(X) = C(⊕i Homi(E,X)⊗k E[−i]→ X),

p⊥E(X) = RE(X) = C(X → ⊕i Homi(X,E)∗ ⊗k E[i])[−1].

Îïðåäåëåíèå 14. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáúåêòîâ (E1, . . . , En) òðèàíãóëèðîâàííîé k-ëèíåéíîé
êàòåãîðèè T íàçûâàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûì íàáîðîì, åñëè âñå Ei èñêëþ÷èòåëüíû è ïðè âñåõ
s ∈ Z, i < j âûïîëíåíî

Homs(Ej, Ei) = 0.
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Ïðåäëîæåíèå 15. Ïóñòü (E1, . . . , En) � èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð â Ext-êîíå÷íîé òðèàí-
ãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè T . Òîãäà ïîðîæä¼ííàÿ èì òðèàíãóëèðîâàííàÿ ïîäêàòåãîðèÿ

〈E1, . . . , En〉 := 〈〈E1〉, . . . , 〈En〉〉 ⊂ T

äîïóñòèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèé 12 è 7.

Ñëåäñòâèå 16. Ïóñòü (E1, . . . , En) � èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð â Ext-êîíå÷íîé òðèàí-
ãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè T . Òîãäà 〈E1, . . . , En〉 = T òèòòê 〈E1, . . . , En〉⊥ = 0 òèòòê
⊥〈E1, . . . , En〉 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèé 15 è 5.

Îïðåäåëåíèå 17. Èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð (E1, . . . , En) â òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè
T íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè 〈E1, . . . , En〉 = T .

Èñêëþ÷èòåëüíûå íàáîðû òàêæå ìîæíî ïåðåñòðàèâàòü. Ïóñòü (E1, . . . , En) � èñêëþ÷è-
òåëüíûé íàáîð â òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè T , êîòîðóþ ìû ïðåäïîëãàåì Ext-êîíå÷íîé.
Äëÿ ëþáîãî i ðàññìîòðèì ïîäêàòåãîðèþ Ti = 〈Ei, Ei+1〉 ⊂ T . Ïåðåñòðàèâàÿ Ei+1 âëåâî îò-
íîñèòåëüíî Ei, ïîëó÷èì èñêëþ÷èòåëüíûé îáúåêò LEi

(Ei+1) è ðàçëîæåíèå Ti = 〈LEi
(Ei+1), Ei〉.

Ïåðåñòðàèâàÿ Ei âïðàâî îòíîñèòåëüíî Ei+1, ïîëó÷èì èñêëþ÷èòåëüíûé îáúåêò REi+1
(Ei) è

ðàçëîæåíèå Ti = 〈Ei+1, REi+1
(Ei)〉. Äîïîëíÿÿ èñõîäíûé íàáîð ïîëó÷åííûìè ïàðàìè, ïîëó-

÷àåì èñêëþ÷èòåëüíûå íàáîðû

(E1, . . . , Ei−1, LEi
(Ei+1), Ei, Ei+2, . . . , En), (E1, . . . , Ei−1, Ei+1, REi+1

(Ei), Ei+2, . . . , En),

êîòîðûå ïîðîæäàþò òó æå ïîäêàòåãîðèþ 〈E1, . . . , En〉 â T .
Çàäà÷à 2. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïåðåñòðîéêè çàäàþò äåéñòâèå ãðóïïû êîñ èç n − 1 íèòè íà
ìíîæåñòâå èñêëþ÷èòåëüíûõ íàáîðîâ èç n îáúåêòîâ â T .

Ïðèìåð 18. Ïóñòü Γ � êîë÷àí áåç îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ. Ïóñòü A = kΓ/I äëÿ äîïó-
ñòèìîãî èäåàëà ñîîòíîøåíèé I. Çàíóìåðóåì âåðøèíû ÷èñëàìè 1, . . . , n òàê, ÷òîáû ñòðåëêè
øëè ñëåâà íàïðàâî.

Çàäà÷à 3. Ïîêàæèòå, ÷òî íåðàçëîæèìûå ïðîåêòèâíûå è èíúåêòèâíûå A-ìîäóëè îáðàçóþò
ïîëíûå èñêëþ÷èòåëüíûå íàáîðû (P1, . . . , Pn), (I1, . . . , In) â Db(mod−A).

Çàäà÷à 4. a)Ïîêàæèòå, ÷òî dimExt1(Si, Sj) = #{ñòðåëêè èç j â i};
b) íàáîð (Sn, . . . , S1) � ïîëíûé è èñêëþ÷èòåëüíûé â Db(mod−A).

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû ïîëó÷èëè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòè ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé ìîäóëåé íàä êîëüöîì. Ñôîðìóëèðóåì åù¼ ðàç äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå â óäîáíîì äëÿ ïðèìåíåíèÿ âèäå è â íåìíîãî áîëüøåé îáùíîñòè.

Òåîðåìà 19. Ïóñòü T = Db(Mod−B) äëÿ íåêîòîðîãî êîëüöà B, îáúåêò G ∈ T óäîâëå-
òâîðÿåì ñâîéñòâó Homi

T (G,G) = 0 ïðè i 6= 0. Ïîëîæèì A := EndT (G). Òîãäà êîððåêòíî
îïðåäåë¼í òî÷íûé ôóíêòîð

RHom(G,−) : T → Db(Mod−A),

èíäóöèðóþùèé ýêâèâàëåíòíîñòü 〈G〉 → Perf(A) è ïåðåâîäÿùèé G â A.
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Îïðåäåëåíèå 20. Îáúåêò G òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè, äëÿ êîòîðîãî Homi(G,G) = 0
ïðè âñåõ i 6= 0, íàçûâàåòñÿ tilting îáúåêòîì.

Îòëè÷íûé ñïîñîá ïîëó÷èòü tilting îáúåêò � ñèëüíûé èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð.

Îïðåäåëåíèå 21. Èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð (E1, . . . , En) â òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè
T íàçûâàåòñÿ ñèëüíûì, åñëè Homs(Ei, Ej) = 0 ïðè âñåõ s 6= 0 è âñåõ i, i.

Ïî ñèëüíîìó èñêëþ÷èòåëüíîìó íàáîðó (E1, . . . , En) â T ìîæíî ïîñòðîèòü tilting îáúåêò
E = ⊕Ei. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî åãî àëãåáðà ýíäîìîðôèçìîâ End(E) èçîìîðôíà àëãåáðå
ïóòåé ñ ñîîòíîøåíèÿìè â êîë÷àíå ñ âåðøèíàìè E1, . . . , En, ãäå ñòðåëêè èäóò ñòðîãî ñëåâà
íàïðàâî, ïðè÷¼ì èäåàë ñîîòíîøåíèé ìîæíî ñ÷èòàòü äîïóñòèìûì. Åñëè êàòåãîðèÿ T Hom-
êîíå÷íà, òî êîë÷àí êîíå÷åí è àëãåáðà End(E) êîíå÷íîìåðíà. Êðîìå òîãî, ïî çàäà÷å ñ
îäíîé èç ïðîøëûõ ëåêöèé àëãåáðà End(E) èìååò ãëîáàëüíûóþ ðàçìåðíîñòü, îãðàíè÷åííóþ
ñâåðõó ÷èñëîì n− 1.

Òåïåðü âûÿñíèì, êàêîâà ñâÿçü ìåæäó îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèåéDb(mod−A)
è êàòåãîðèåé ñîâåðøåííûõ êîìïëåêñîâ Perf(A). Áóäåì ïðåäïîëîãàòü, ÷òî êîëüöî A í¼òå-
ðîâî, â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Perf(A) ⊂ Db(mod−A).

Ïðåäëîæåíèå 22. Ïóñòü A � í¼òåðîâî êîëüöî.

1. Åñëè gldim(A) <∞, òî Perf(A) = Db(mod−A).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî A � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà. Òîãäà:

2. gldim(A) <∞⇐⇒ Perf(A) = Db(mod−A),

3. êàòåãîðèÿ Db(mod−A) ÿâëÿåòñÿ Hom-êîíå÷íîé, à Perf(A) ÿâëÿåòñÿ Ext-êîíå÷íîé.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà è êàòåãîðèÿ Db(mod−A) Ext-êîíå÷íà. Òîãäà
gldim(A) <∞.

Èç âñåãî ñêàçàííîãî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 23. Ïóñòü B � k-àëãåáðà è (E1, . . . , En) � ñèëüíûé ïîëíûé èñêëþ÷èòåëüíûé
íàáîð â êàòåãîðèè Db(mod−B). Ïîëîæèì E := ⊕iEi è A := End(E). Òîãäà èìååòñÿ
òî÷íàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü Db(mod−B) → Db(mod−A). Àëãåáðû A è B èìåþò êîíå÷íóþ
ãëîáàëüíóþ ðàçìåðíîñòü.

Òàêèå ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé. Îíè
ñâÿçûâàþò òåîðèþ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ðàçíûõ àëãåáð.
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