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Ôóíêòîð Ñåððà è ðåãóëÿðíûå ìîäóëè

Ñåãîäíÿ ìû ïðîäîëæèì èçó÷àòü ôóíêòîðû îòðàæåíèé ìåæäó ïðîèçâîäíûìè êàòåãî-
ðèÿìè ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíîâ. Äëÿ ýòîãî ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ôóíêòîðà Ñåððà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü T � Hom-êîíå÷íàÿ k-ëèíåéíàÿ êàòåãîðèÿ. Ôóíêòîð S : T → T íà-
çûâàåòñÿ ôóíêòîðîì Ñåððà, åñëè S � àâòîýêâèâàëåíòíîñòü, è äëÿ âñåõ X, Y ∈ T èìåþòñÿ
èçîìîðôèçìû âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

(1) Hom(X, Y )∗ ∼= Hom(Y, S(X)),

ôóíêòîðèàëüíûå ïî X, Y . Åñëè êàòåãîðèÿ T òðèàíãóëèðîâàííàÿ, ìû áóäåì äîïîëíèòåëüíî
òðåáîâàòü, ÷òîáû S áûë òî÷íûì.

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè ôóíêòîð Ñåððà ñóùåñòâóåò, òî îí åäèíñòâåí ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ëåììû Éîíåäû: èçîìîôèçì áèôóíêòîðîâ Hom(Y, S1(X)) ∼=
Hom(Y, S2(X)) âëå÷¼ò èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ S1

∼= S2.

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà êîíå÷íîé ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè. Òîãäà
ôóíêòîð Ñåððà íà êàòåãîðèè Db(mod−A) ñóùåñòâóåò, è çàäà¼òñÿ �ïðîèçâîäíûì ôóíê-
òîðîì Íàêàÿìû�:

S(M) ∼= RHomk(RHomA(M,A), k) ∼= M ⊗L
A A

∗.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîíàäîáèòñÿ ðàñïîñòðàíèòü äâîéñòâåííîñòü è äóàëèçàöèþ äëÿ ìî-
äóëåé íàä àëãåáðàìè íà ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè. Ìû áóäåì äëÿ ïðîñòîòû äàëåå ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî A � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì.

Âî-ïåðâûõ, ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð îò òî÷íîãî ôóíêòîðà k-ëèíåéíîé äâîé-
ñòâåííîñòè. Ïîëó÷èì ôóíêòîðû RHomk(−, k)

D(Mod−A)←→ D(A−Mod),

êîòîðûå ìû ñåãîäíÿ áóäåì ïðîñòî îáîçíà÷àòü ∗. Îíè îãðàíè÷èâàþòñÿ íà ôóíêòîðû ìåæäó
êàòåãîðèÿìè

Db(mod−A)←→ Db(A−mod),

êîòîðûå áóäóò âçàèìíî îáðàòíûìè ýêâèâàëåíòíîñòÿìè.
Âî-âòîðûõ, ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð îò òî÷íîãî ñëåâà ôóíêòîðà A-ëèíåéíîé

äâîéñòâåííîñòè. Ïîëó÷èì ôóíêòîðû RHomA(−, A)

D(Mod−A)←→ D(A−Mod),

êîòîðûå ìû ñåãîäíÿ òàêæå áóäåì ïðîñòî îáîçíà÷àòü ∨. Ïðè ýòîì A∨ ∼= A, ñëåäîâàòåëü-
íî ∨ ïåðåâîäèò Perf(A) â Perf(Aop) è íàîáîðîò. Ìîæíî ïîñòðîèòü ìîðôèçì ôóíêòîðîâ
id → ∨∨. Îí áóäåò èçîìîðôèçìîì íà íåêîòîðîé òîëñòîé ïîäêàòåãîðèè â D(Mod−A), ñî-
äåðæàùåé ñâîáîäíûé ìîäóëü A, à çíà÷èò è íà âñåé êàòåãîðèè ñîâåðøåííûõ êîìïëåêñîâ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ∨ çàäà¼ò âçàèìíî îáðàòíûå ýêâèâàëåíòíîñòè

Perf(A)↔ Perf(Aop).

Òàê æå, êàê è äëÿ ñàìèõ ìîäóëåé, ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå
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Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ k-àëãåáðà, M ∈ Perf(A), N ∈ D(Mod−A).
Òîãäà èìååòñÿ èçîìîðôèçì

HomD(Mod−A)(M,N)∗ ∼= HomD(Mod−A)(N,M
∨∗),

ôóíêòîðèàëüíî çàâèñÿùèé îò M,N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, èìååòñÿ èçîìîðôèçì RHomA(M,N) ∼= N ⊗L
A M

∨. Äàëåå,

(2) RHomk(RHomA(M,N), k) ∼= RHomk(N ⊗L
A M

∨, k) ∼= RHomA(N,RHomk(M
∨, k)) =

= RHomA(N,M∨∗),

ãäå âòîðîé èçîìîðôèçì � ñîïðÿæ¼ííîñòü RHom è⊗L, à òðåòèé � îïðåäåëåíèå ∗. Ïåðåõîäÿ
â (2) ê H0, ïîëó÷èì ñïðàâà HomD(Mod−A)(N,M

∨∗), à ñëåâà (òàê êàê ∗ � òî÷íûé ôóíêòîð)

H0(RHomk(RHomA(M,N), k)) ∼= Homk(H
0(RHomA(M,N)), k) ∼= HomD(Mod−A)(M,N)∗.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Òàê êàê gldim(A) <∞, èìååì Db(mod−A) = Perf(A), àíàëî-
ãè÷íî äëÿ Aop. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêòîðû ∨ è ∗ ñóòü âçàèìíî îáðàòíûå ýêâèâàëåíòíîñòè
ìåæäó Db(mod−A) è Db(A−mod), à èõ êîìïîçèöèÿ � àâòîýêâèâàëåíòíîñòü Db(mod−A).
Òåïåðü èç ïðåäëîæåíèÿ 4 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêòîðM 7→M∨∗ �ôóíêòîð Ñåððà íàDb(mod−A).

×òîáû ïîêàçàòü âòîðîé èçîìîðôèçì M∨∗ ∼= M ⊗L
A A

∗, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî M∨ ∼=
(M ⊗L

A A
∗)∗. Äåéñòâèòåëüíî,

(M ⊗L
A A

∗)∗ ∼= RHomk(M ⊗L
A A

∗, k) ∼= RHomA(M,RHomk(A
∗, k)) ∼= RHomA(M,A) = M∨.

Çàäà÷à 1. Â ïðåäïîëîæåíèè òåîðåìû 3 ïîêàæèòå, ÷òî îáðàòíûé ê ôóíêòîðó Ñåððà çàäà-
¼òñÿ ôîðìóëîé

S−1(M) ∼= M ⊗L
A RHomA(A∗, A).

Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü A = kΓ/I � àëãåáðà ïóòåé â êîë÷àíå ñ äîïóñòèìûìè ñîîòíîøåíè-
ÿìè. Òîãäà S(Pi) ∼= Ii (ãäå Pi è Ii � íåðàçëîæèìûå ïðîåêòèâíûå è èíúåêòèâíûå ìîäóëè).

Çàäà÷à 2.Ïóñòü A� êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà. Òîãäà êàòåãîðèÿDb(mod−A) èìååò ôóíêòîð
Ñåððà òèòòê gldim(A) <∞.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü T � òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ ñ ôóíêòîðîì Ñåððà, A ⊂ T � òðè-
àíãóëèðîâàííàÿ ïîäêàòåãîðèÿ. Òîãäà ëþáûå äâà èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé âëåêóò òðåòüå:

• A äîïóñòèìà ñëåâà â T ,

• A äîïóñòèìà ñïðàâà â T ,

• íà A åñòü ôóíêòîð Ñåððà.

Ëåììà 6. Ôóíêòîð Ñåððà êîììóòèðóåò ñ ëþáûìè ýêâèâàëåííîñòÿìè. Ò.å., ïóñòü T1, T2

� òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè ñ ôóíêòîðàìè Ñåððà, F : T1 → T2 � ýêâèâàëåíòíîñòü.
Òîãäà S2F ∼= FS1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî÷òè î÷åâèäíî, ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ôóíêòîðà Ñåððà.

Ñëåäñòâèå 7. Ïóñòü v � èñòî÷íèê â êîë÷àíå Γ, à Φ+
v : Db(mod−kΓ) → Db(mod−kσ+

v Γ)
� ôóíêòîð îòðàæåíèÿ. Òîãäà ïðè i 6= v èìååì

Φ+
v (Ii) ∼= Ii.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ëåììû 6, ñëåäñòâèÿ 5 è òîãî, ÷òî Φ+
v (Pi) ∼= Pi.

Íàêîíåö, íàì ïðèãîäèòñÿ

Ëåììà 8. Ïóñòü T � òðèàíãóëèðîâííàÿ êàòåãîðèÿ ñ ôóíêòîðîì Ñåððà, E ∈ T � èñ-
êëþ÷èòåëüíûé îáúåêò. Ïóñòü îðòîãîíàëû ⊥E è E⊥ äîïóñòèìû â T . Òîãäà èìååì

LE⊥(E) ∼= S(E), R⊥E(E) ∼= S−1(E).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ïåðâîå óòâåðæäåíèå, âòîðîå ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Èìå-
þòñÿ ïîëóîðòîãîíàëüíûå ðàçëîæåíèÿ

T = 〈E⊥, E〉 = 〈E⊥⊥, E⊥〉.

Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêòîðà Ñåððà èìååì

(3) Homi(E, S(E)) = Hom(E[−i], S(E)) ∼= Hom(E,E[−i])∗ = Hom−i(E,E)∗ =

{
k, i = 0,

0 èíà÷å.

Â ÷àñòíîñòè, èìååòñÿ âûäåëåííûé ìîðôèçì f : E → S(E). Äîïîëíèì åãî äî âûäåëåííîãî
òðåóãîëüíèêà

C → E
f−→ S(E)→ C[1].

Ïîêàæåì, ÷òî S(E) ∈ E⊥⊥ è C ∈ E⊥, îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî LE⊥(E) ∼= S(E).
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü X ∈ E⊥. Òîãäà Homi(X,S(E)) ∼= Hom−i(E,X)∗ = 0, çíà÷èò

S(E) ∈ E⊥⊥. Äàëåå, èç (3) âèäíî, ÷òî f èíäóöèðóåò èçîìîðôèçìû íà Homi(E,−) ïðè
âñåõ i, è çíà÷èò Homi(E,C) = 0, ò.å. C ∈ E⊥.

Âåðí¼ìñÿ ê ôóíêòîðàì îòðàæåíèé.
Ïóñòü v1, . . . , vn � +-äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí êîë÷àíà Γ, ïðè÷¼ì êàæ-

äàÿ âåðøèíà â íåé âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî òàêèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ñóùåñòâóþò! Òîãäà êîë÷àí Γ′ := σ+

vn . . . σ
+
v1

Γ èçîìîðôåí Γ: ó êàæäîé ñòðåëêè
íàïðàâëåíèå ïîìåíÿëîñü ðîâíî äâà ðàçà.

Ïðåäëîæåíèå 9. Â ñäåëàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ êîìïîçèöèÿ

Φ+ := Φ+
vm ◦ . . . ◦ Φ+

v1
: Db(mod−kΓ)→ Db(mod−kΓ)

íå çàâèñèò îò âûáîðà òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è èçîìîðôíà ôóíêòîðó S[−1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïèñàíèÿ ôóíêòîðîâ îòðàæåíèÿ ñ ïðîøëîé ëåêöèè ñëåäóåò, ÷òî êîì-
ïîçèöèÿ òðåáóåìûõ îòðàæåíèé óñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü Evi , i = 1, . . . , n �
ñèëüíûé ïîëíûé èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð â íåêîòîðîé êàòåãîðèè âèäà Db(Mod−A), äëÿ
êîòîðîãî End(⊕Evi) ∼= kΓ. Ïåðåñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíî âñå îáúåêòû ýòîãî íàáîðà âïðàâî
÷åðåç âñå îñòàëüíûå, ïîëó÷èì íîâûé ñèëüíûé èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð E ′vi ñ òàêîé æå àë-
ãåáðîé ýíäîìîðôèçìîâ. Ïðè ýòîì E ′vi = R⊥Evi (Evi)[1] ∼= S−1(Evi)[1] ïî ëåììå 8. Ïîëîæèì
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E = ⊕Evi , E ′ = ⊕E ′vi ∼= S−1(E)[1]. Èìååì äâå ýêâèâàëåíòíîñòè 〈Eu〉 → Db(mod−kΓ), çàäàí-
íûå ôóíêòîðàìè α = RHom(E ,−) è α′ = RHom(E ′,−), è êîìïîçèöèÿ îòðàæåíèé Φ+ åñòü
α′α−1.

Íàì íàäî ïîêàçàòü, ÷òî α′ ∼= S[−1] ◦ α. Äåéñòâèòåëüíî,

α′(X) = RHom(E ′, X) ∼= RHom(S−1(E)[1], X) ∼= RHom(E , S(X)[−1]) = α(S(X)[−1]) ∼= S(α(X))[−1],

ãäå ïîñëåäíèé èçîìîðôèçì ñëåäóåò èç ëåììû 6.

Òàêèì îáðàçîì, êîìïîçèöèÿ ïðàâûõ îòðàæåíèé îòíîñèòåëüíî âñåõ âåðøèí â êîë÷àíå
èìååò ÿñíûé êàòåãîðíûé ñìûñë � ýòî ôóíêòîð Ñåððà ñî ñäâèãîì. Áóäåì îáîçíà÷òü å¼, êàê
âûøå, ÷åðåç Φ+, è àíàëîãè÷íî ÷åðåç Φ− áóäåì îáîçíà÷àòü îáðàòíûé ôóíêòîð, êîìïîçèöèþ
ëåâûõ îòðàæåíèé. Âûÿñíèì, êàê ýòîò ôóíêòîð äåéñòâóåò íà íåðàçëîæèìûå ìîäóëè. Äëÿ
êðàòêîñòè, áóäåì îáîçíà÷àòü

Ind(kΓ) := Ind(mod−kΓ).

Ïðåäëîæåíèå 10. Ïóñòü M ∈ Ind(kΓ), òîãäà{
Φ+(M) ∼= Ii[−1] ïðè M ∼= Pi, i ∈ Γ0,

Φ+(M) ∈ Ind(kΓ) èíà÷å.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû çíàåì, êàê äåéñòâóþò îòäåëüíûå îòðàæåíèÿ íà ïðîåêòèâíûå è èíú-
åêòèâíûå íåðàçëîæèìûå ìîäóëè, îòñþäà ñëåäóåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Âòîðîå ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî +-íåðåãóëÿðíûõ îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè v1, . . . , vn ìîäóëåé íå áîëåå n,
à n ìû óæå ïðåäúÿâèëè, ýòî Pi, i ∈ Γ0.

Àíàëîãè÷íî èìååì:

Ïðåäëîæåíèå 11. Ïóñòü M ∈ Ind(kΓ), òîãäà{
Φ−(M) ∼= Pi[1] ïðè M ∼= Ii, i ∈ Γ0,

Φ−(M) ∈ Ind(kΓ) èíà÷å.

Îïðåäåëåíèå 12. Ñêàæåì, ÷òî íåðàçëîæìûé kΓ-ìîäóëü +-ðåãóëÿðåí, åñëè îí +-ðåãóëÿðåí
îòíîñèòåëüíî ëþáîé +-äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí Γ. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿ-
þòñÿ −-ðåãóëÿðíûå ìîäóëè.

Ïðåäëîæåíèå 13. Íåðàçëîæèìûé kΓ-ìîäóëüM ÿâëÿåòñÿ +-ðåãóëÿðíûì òèòòê (Φ+)k ∈
mod−kΓ ïðè âñåõ k > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×àñòü �òîëüêî òîãäà� î÷åâèäíà, ïðîâåðèì ñëåäñòâèå �òîãäà�. Íàäî ïî-
êàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîé +-äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u1, . . . , um ôóíêòîð
Φ+

um
◦ . . .Φ+

u1
ïåðåâîäèò M â íåíóëåâîé ñäâèã ìîäóëÿ, òî òî æå äåëàåò è íåêîòîðàÿ ñòå-

ïåíü ôóíêòîðà Φ+. Ôóíêòîð (Φ+)k � ýòî êîìïîçèöèÿ îòðàæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ +-
äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè v1, . . . , vn, v1, . . . , vn, . . . , v1, . . . , vn (k îäèíàêîâûõ ôðàãìåí-
òîâ, â êàæäîì âñå âåðøèíû êîë÷àíà âñòðå÷àþòñÿ ðîâíî ïî ðàçó). Ïðèõîäèì ê ñëåäóþùå-
ìó óòâåðæäåíèþ: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u1, . . . , um ìîæíî äîïîëíèòü äîïèñûâàíèåì ñïðàâà
âåðøèí äî +-äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà v1, . . . , vn, v1, . . . , vn, . . . , v1, . . . , vn. Ýòî
óòâåðæäåíèå âåðíî íå áóêâàëüíî, à ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè èäóùèõ ïîäðÿä âåðøèí,
íå ñâÿçàííûõ ðåáðîì (äëÿ òàêèõ âåðøèí îòðàæåíèÿ êîììóòèðóþò). Ìû îñòàâëÿåì ïðî-
âåðêó ñëóøàòåëþ.
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Àíàëîãè÷íî èìååì

Ïðåäëîæåíèå 14. Íåðàçëîæèìûé kΓ-ìîäóëüM ÿâëÿåòñÿ −-ðåãóëÿðíûì òèòòê (Φ−)k ∈
mod−kΓ ïðè âñåõ k > 0.

Îïðåäåëåíèå 15. Íåðàçëîæèìûé kΓ-ìîäóëüM íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè îí +-ðåãóëÿðåí
è −-ðåãóëÿðåí.

Ïðåäëîæåíèå 16. ÏóñòüM ∈ Ind(kΓ). ÌîäóëüM íå +-ðåãóëÿðåí òèòòêM ∼= (Φ−)k(Pi)
ïðè íåêîòîðûõ k > 0 è i ∈ Γ0. Ìîäóëü M íå −-ðåãóëÿðåí òèòòê M ∼= (Φ+)k(Ii) ïðè íåêî-
òîðûõ k > 0 è i ∈ Γ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåãêî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèé 10 è 13, âòîðîå �
èç èõ àíàëîãîâ äëÿ Φ−.

Òàêèì îáðàçîì, íåðåãóëÿðíûå ìîäóëè ÿâíî êîíñòðóèðóþòñÿ. Îñíîâíóþ ìàññó íåðàçëî-
æèìûõ ìîäóëåé ñîñòàâëÿþò ðåãóëÿðíûå.

Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ôóíêòîðîâ îòðàæåíèÿ íàì ïîíàäîáÿòñÿ ãðóïïû Ãðîòåíäèêà.

Îïðåäåëåíèå 17. Ïóñòü A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ. Å¼ ãðóïïà Ãðîòåíäèêà K0(A) îïðåäå-
ëÿòñÿ êàê àáåëåâà ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ êëàññàìè èçîìîðôèçìà îáúåêòîâ â A (êëàññ X
îáîçíà÷àåòñÿ [X]) è ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè: äëÿ êàæäîé òî÷íîé òðîéêè 0 → X →
Y → Z → 0 èìååì ñîîòíîøåíèå [Y ] = [X] + [Z].

Îïðåäåëåíèå 18. Ïóñòü T � òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ. Å¼ ãðóïïà ÃðîòåíäèêàK0(T )
îïðåäåëÿòñÿ êàê àáåëåâà ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ êëàññàìè èçîìîðôèçìà îáúåêòîâ â T è
ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè: äëÿ êàæäîãî âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà X → Y → Z →
X[1] èìååì ñîîòíîøåíèå [Y ] = [X] + [Z], è äëÿ êàæäîãî X ñîîòíîøåíèå [X[1]] = −[X].

Ïðåäëîæåíèå 19. Äëÿ ëþáîé àáåëåâîé êàòåãîðèè A ãðóïïû K0(A) è K0(Db(A)) èçî-
ìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì K0(A) → K0(Db(A)) ïðàâèëîì [X] 7→ [X].
Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì K0(Db(A)) → K0(A) ïðàâèëîì [X] 7→

∑
i(−1)i[H i(X)]. Íåîáõî-

äèìî ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü ýòèõ îïðåäåëåíèé (ò.å. òî, ÷òî îïðåäåëÿþùèå ãðóïïû K0

ñîîòíîøåíèÿ ïåðåõîäÿò â íîëü), à òàêæå òî, ÷òî ýòè îòîáðàæåíèÿ âçàèìíî îáðàòíû. Ìû
îñòàâëÿåì ïðîâåðêó ñëóøàòåëþ.

Ãëàâíûé äëÿ íàñ ïðèìåð � ñëåäóþùèé.

Ïðåäëîæåíèå 20. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà. Òîãäà K0(mod−A) ñâîáîäíî ïî-
ðîæäåíà êëàññàìè èçîìîðôèçìà ïðîñòûõ ìîäóëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû Æîðäàíà-Ã¼ëüäåðà.

Â ñëó÷àå, êîãäà àëãåáðà A � ýòî àëãåáðà ïóòåé â êîë÷àíå ñ äîïóñòèìûìè ñîîòíîøå-
íèÿìè, èçîìîðôèçì K0(mod−A) → Z|Γ0| óñòàíàâëèâàåòñÿ âåêòîðîì ðàçìåðíîñòè: [M ] 7→
dim(M). (Íàïîìíèì, äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ êîë÷àíà M = (Mi)i∈Γ0 åãî âåêòîð ðàçìåðíîñòè
dim(M) åñòü íàáîð ÷èñåë (dim(Mi))i∈Γ0 .)

Âñÿêèé òî÷íûé ôóíêòîð F : T1 → T2 ìåæäó òðèàíãóëèðîâàííûìè êàòåãîðèÿìè îïðå-
äåëÿåò ãîìîìîðôèçì

(4) K0(F ) : K0(T1)→ K0(T2)
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ïî ïðàâèëó [X] 7→ [F (X)].

Çàäà÷à 4. Ïóñòü äàíî ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå T = 〈A,B〉. Òîãäà èìååòñÿ èçîìîð-
ôèçì

K0(T ) ∼= K0(A)⊕K0(B).

Ñëåäñòâèå 21. Ïóñòü (E1, . . . , En) � ïîëíûé èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð â òðèàíãóëèðîâàí-
íîé êàòåãîðèè T . Òîãäà K0(T ) ∼= ⊕n

i=1Z · [Ei].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç çàäà÷è 4 è òîãî, ÷òî K0(〈E〉) ∼= K0(Db(mod−k)) ∼= Z.

Ãðóïïà Ãðîòåíäèêà ñòàíîâèòñÿ îñîáåííî èíòåðåñíûì èíâàðèàíòîì êàòåãîðèè, åñëè íà
íåé ââåñòè ôîðìó Ýéëåðà.

Îïðåäåëåíèå 22. Ïóñòü T � Ext-êîíå÷íàÿ òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ. Îïðåäåëèì
áèëèíåéíóþ ôîðìó Ýéëåðà íà K0(T ) ðàâåíñòâîì

〈[X], [Y ]〉 :=
∑
i

(−1)i dim Homi(X, Y ).

Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ äëèííûõ òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé ãðóïï Homi, ñâÿçàííûõ ñ âûäåëåííûì òðåóãîëüíèêîì.

Ôîðìà Ýéëåðà, êàê ïðàâèëî, íå ñèììåòðè÷íàÿ è íå êîñîñèììåòðè÷íàÿ. Ìåðîé å¼ íåñèì-
ìåòðè÷íîñòè ñëóæèò �îïåðàòîð Ñåððà� K0(S) (ñì. (4)), êîòîðûì ôóíêòîð Ñåððà äåéñòâóåò
íà K0. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ëþáàÿ òî÷íàÿ àâòîýêâèâàëåíòíîñòü F : T → T äåéñòâóåò íà
K0(T ) îïåðàòîðîì, ñîõðàíÿþùèì ôîðìó Ýéëåðà.

Çàìå÷àíèå 23. Â çàäà÷å 4 ïðÿìàÿ ñóììà ÿâëÿåòñÿ ïîëóîðòîãîíàëüíîé îòíîñèòåëüíî ôîð-
ìû Ýéëåðà.

Çàìå÷àíèå 24. Êëàññ èñêëþ÷èòåëüíîãî îáúåêòà E ∈ T â K0(T ) �èìååò êâàäðàò 1�:
〈[E], [E]〉 = 1. Êëàññû îáúåêòîâ ïîëíîãî èñêëþ÷èòåëüíîãî íàáîðà (E1, . . . , En) îáðàçóþò
�ïîëóîðòîíîðìàëüíûé áàçèñ�, ò.å. 〈[Ej], [Ei]〉 = 0 ïðè i < j.

Ïðèìåð 25. Ïóñòü A = kΓ/I � àëãåáðà ïóòåé â êîë÷àíå ñ äîïóñòèìûìè ñîîòíîøåíèÿìè.
Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèå Aij := eiAej ⊂ A, ãäå i, j ∈ Γ0. Ïîëîæèì aij = dimAij. Òîãäà

〈[Pi], [Pj]〉 = aji.

Äåéñòâèòåëüíî, 〈[Pi], [Pj]〉 = dim Hom(Pi, Pj) = dimAji = aji. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ óïîðÿäî-
÷åííîãî êîë÷àíà (òàê, ÷òî ñòðåëêè èäóò òîëüêî ñëåâà íàïðàâî) ìàòðèöà (aij) íèæíåòðå-
óãîëüíàÿ ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü A = kΓ/I � àëãåáðà ïóòåé â óïîðÿäî÷åííîì êîë÷àíå ñ äîïóñòèìûìè
ñîîòíîøåíèÿìè. Âûðàçèòå ìàòðèöó îïåðàòîðà Ñåððà K0(S) â áàçèñå èç êëàññîâ ïðîñòûõ
ìîäóëåé ÷åðåç ìàòðèöó (aij).
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