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1. Äëÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîé ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû (ðåø¼òêè) N ∼= Zn ðàñ-
ñìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèé àëãåáðàè÷åñêèé òîð C×N = N ⊗Z C× ∼= (C×)n. Ïóñòü
äàíà òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ àáåëåâûõ ãðóïï

0 −→ L −→M −→ N −→ F −→ 0,

ãäå F � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, à L,M,N � ðåø¼òêè. Äîêàæèòå, ÷òî åé ñîîòâåòñòâóåò
òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîììóòàòèâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï

1 −→ H −→ C×M −→ C×N −→ 1,

ãäå H ∼= C×L × F .
2. Äîêàæèòå, ÷òî îáðàçóþùèå îäíîìåðíûõ êîíóñîâ âååðà Σ ⊂ NR ëèíåéíî ïîðîæ-
äàþò ïðîñòðàíñòâî NR òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå VΣ

íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå VΣ′ × C×, ãäå VΣ′ � äðóãîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå.

3. Äëÿ âååðà Σ ⊂ NR ñ ïðèìèòèâíûìè îáðàçóþùèìè a1, . . . ,am ðàññìîòðèì îòîá-
ðàæåíèå ðåø¼òîê A : Zm → N , e i 7→ a i, è ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå òîðîâ
expA : (C×)m → C×N . Îïðåäåëèì ãðóïïó G èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1 −→ G −→ (C×)m −→ C×N −→ 1.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà G èìååò âèä

G =
{

(t1, . . . , tm) ∈ (C×)m :
m∏
i=1

t
〈u ,a i〉
i = 1 äëÿ ëþáîãî u ∈ N∗

}
.

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè R〈a1, . . . ,am〉 ∼= NR, òî G ∼= (C×)m−n × F , ãäå F =
N/Z〈a1, . . . ,am〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà.

â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âååð Σ ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí íåîñîáûé n-ìåðíûé
êîíóñ, òî G ∼= (C×)m−n.

ã) Äîêàæèòå, ëþáîé ëîðàíîâñêèé ìîíîì îò z1, . . . , zm, èíâàðèàíòíûé îòíîñè-

òåëüíî äåéñòâèÿ G íà Cm èìååò âèä
∏m

i=1 z
〈u ,a i〉
i äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ N∗.

4∗. Äëÿ êîíóñà σ ∈ Σ, ïîðîæä¼ííîãî âåêòîðàìè a i1 . . . ,a ik , ïîëîæèì g(σ) =
{i1, . . . , ik} ⊂ [m] è ðàññìîòðèì ìîíîì zσ̂ =

∏
j /∈g(σ) zj. Îïðåäåëèì

U(σ) = {z ∈ Cm : zσ̂ 6= 0} = {z ∈ Cm : zj 6= 0 ïðè j /∈ g(σ)}, U(Σ) =
⋃
σ∈Σ

U(σ).

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âååð Σ íå ÿâëÿåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì, òî äëÿ äåéñòâèÿ G íà
U(σ) (è íà U(Σ)) ñóùåñòâóåò íåçàìêíóòàÿ îðáèòà.

5. Äåéñòâèå òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïûH íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâåX íàçûâà-
åòñÿ ñîáñòâåííûì, åñëè îòîáðàæåíèå H×X → X×X, (h, x) 7→ (hx, x), ñîáñòâåííî,
ò. å. ïðîîáðàç êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà êîìïàêòåí. Äîêàæèòå, ÷òî

à) äåéñòâèå C× íà C2 \ {0}, çàäàííîå ôîðìóëîé (t, (z1, z2)) 7→ (tz1, tz2), ñîá-
ñòâåííî;
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á) äåéñòâèå C× íà C2 \ {0}, çàäàííîå ôîðìóëîé (t, (z1, z2)) 7→ (tz1, t
−1z2), íå

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì, õîòÿ âñå åãî îðáèòû çàìêíóòû.

6∗. Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåë¼ííîå âûøå äåéñòâèå ãðóïïû G íà ïðîñòðàíñòâå U(Σ)
ñîáñòâåííî, åñëè âååð Σ ÿâëÿåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì. (Óêàçàíèå: ðàññóæäåíèå àíà-
ëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó çàìêíóòîñòè îðáèò. À èìåííî, ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {z (k)} è {g (k)

z
(k)} èìåþò ïðåäåëû â U(Σ), òî è â {g (k)} ìîæíî

âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìåþùóþ ïðåäåë â G.)

7. Äîêàæèòå, ÷òî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî X/G ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî õàóñäîðôîâà
ïðîñòðàíñòâà (â ÷àñòíîñòè, ìíîãîîáðàçèÿ) X ïî ñîáñòâåííîìó äåéñòâèþ ãðóïïû G
õàóñäîðôîâî. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî U(Σ)/G, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå ñèìïëèöèàëüíîìó âååðó Σ, õàóñäîðôîâî. Ýòî äà¼ò àëüòåðíàòèâíîå òîïîëîãè-
÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî îòäåëèìîñòè òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, ïîëó÷àåìûõ ñêëåé-
êîé àôôèííûõ ÷àñòåé, â ñèìïëèöèàëüíîì ñëó÷àå.

8. Ïóñòü Σ � íåîñîáûé (ðåãóëÿðíûé) âååð, ïðè÷¼ì R〈a1, . . . ,am〉 ∼= NR. Óáå-
äèòåñü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî U(Σ) ÿâëÿåòñÿ 2-ñâÿçíûì. Äîêàæèòå, ðàññìîòðåâ òî÷-
íóþ ãîìîòîïè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãëàâíîãî G-ðàññëîåíèÿ U(Σ)→ VΣ, ÷òî
íåîñîáîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå VΣ ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì, à ãðóïïà H2(VΣ;Z)
åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ÿäðîì îòîáðàæåíèÿ A : Zm → N . Ñëåäîâàòåëüíî,
H2(VΣ;Z) = Zm/N∗, ÷òî ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé Ïèêàðà ìíîãîîáðàçèÿ VΣ.


