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Â ýòîé ëåêöèè ïðîäîëæàåòñÿ îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé êðèâûõ ìàëûõ
ðîäîâ. Îñíîâíàÿ çàäà÷à � ââåñòè ñòðóêòóðû àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé íà
óæå îïðåäåë¼ííûõ ìíîæåñòâàõMg(k).

2.0. Äåòàëè ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè èíâàðèàíòîâ

2.0.0. Õîðîøèå è ïëîõèå îðáèòû. Âîñïðîèçâåä¼ì ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ
êîíöà ïðåäûäóùåé ëåêöèè. Ïóñòü G � ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ íà ìíîæåñòâå Z.
Íå äàâàÿ òî÷íûõ îïðåäåëåíèé (îíè áóäóò ïðèâîäèòüñÿ â êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ),
ïîñòóëèðóåì ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà íà äâà íåïåðåñåêàþùèåñÿ G-èíâàðèàíòíûõ
ïîäìíîæåñòâà:

Z = Zgood
∐
Zbad.

Èíòóèòèâíî Zgood ñîñòîèò èç ðåãóëÿðíûõ (ïîõîæèõ, â ÷¼ì-òî îäèíàêîâûõ) îðáèò, à

Zd � èç âûðîæäåííûõ. Íàïðèìåð, åñëè îêðóæíîñòü G = R
2πZ äåéñòâóåò íà ïëîñêîñòè

Z = R2 ïîâîðîòàìè

ϕ · (x, y) :=
(
(cosϕ)x+ (sinϕ)y,−(sinϕ)x+ (cosϕ)y

)
òî

Zbad = {(0, 0)}, Zgood = R2 \ {(0, 0)}.

Â êîíöå ïðîøëîé ëåêöèè ìû ðàáîòàëè ñî ñëó÷àåì ïðîåêòèâèçàöèè (10-ìåðíîãî)
ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 3 îò 3-õ ïåðåìåííûõ

Z := Pk[x : y : z]3 ' P9(k),
1
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íà êîòîðîì ëèíåéíûìè çàìåíàìè ïåðåìåííûõ äåéñòâóåò ïðîåêòèâíàÿ ëèíåé-
íàÿ ãðóïïà

G := PGL3(k) =
GL3(k)

k×
ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ôàêòîð ëèíåéíîé ãðóïïû ïî öåíòðó, ãðóïïå ñêàëÿðíûõ
ìàòðèö. Áûëè âûäåëåíû ìíîæåñòâà

Zgood := {ìíîãî÷ëåíû, çàäàþùèå ãëàäêèå êóáèêè}

è (èìåÿ â âèäó äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ, ìû ÷óòü-÷óòü óñëîæíÿåì îáîçíà÷åíèÿ)

Zbad = Sing9 := {ìíîãî÷ëåíû, çàäàþùèå îñîáûå êóáèêè};

÷òîáû íå âäàâàòüñÿ â äåòàëè îïðåäåëåíèé, ïðîùå îïðåäåëèòü åãî êàê äîïîëíå-
íèå Zbad := P9(k) \ Zgood.

Ïðèìåð âàæåí äëÿ íàñ òåì, ÷òî, êàê áûëî óñòàíîâëåíî, íà óðîâíå ìíîæåñòâ
(äðóãèå ñòðóêòóðû ìû ïîêà íå ðàññìàòðèâàëè)

M1(k) ' P9(k) \ Sing9

PGL3(k)
.

Íàì ïðåäñòîèò òùàòåëüíî îïèñàòü ýòî ìíîæåñòâî âìåñòå ñ òåìè ñòðóêòóðàìè,
êîòîðûå íà í¼ì îáíàðóæàòñÿ.

Ïðåäîñòåðåæåíèå. Ìû ñèëüíî óïðîñòèëè ïðîáëåìó ÷òî òàêîå õîðîøî è ÷òî
òàêîå ïëîõî? â òåîðèè èíâàðèàíòîâ. Òàê, åñòü ïðîìåæóòî÷íîå ìåæäó õîðîøèì
è ïëîõèì ïîíÿòèå ïîëóñòàáèëüíîñòè îòáèò, ñì. [Äü¼ÊýðÌàì1974].

2.0.1. Ñðåçû. Ïðîäîëæèì îáùèå ðàññìîòðåíèÿ ãðóïïû G, äåéñòâóþùåé íà
ìíîæåñòâå Z. Äëÿ èçó÷åíèÿ ôàêòîðà ZG èíîãäà óäà¼òñÿ óìåíüøèòü è ãðóïïó,
è ìíîæåñòâî.

Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà Y ⊆ Z ââåä¼ì ñòàöèîíàðíóþ ãðóïïó

GY := {g ∈ G | g · Y ⊆ Y}

(ðàçóìååòñÿ, äëÿ íàóãàä âçÿòîãî ìíîæåñòâà ýòà ãðóïïà ìîæåò îêàçàòüñÿ òðè-
âèàëüíîé). Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

Y
GY
−→ Z

G
: [y]GY 7→ [y]G.

Ïðåäëîæåíèå. Ýòî îòîáðàæåíèå ñþðúåêòèâíî, åñëè Y ñîäåðæèò ïðåäñòà-
âèòåëåé âñåõ îðáèò, è èíúåêòèâíî, åñëè

∀y1, y2 ∈ Y
[
[y2 ∈ G · y1] =⇒ [[y2 ∈ GY · y1]]

]
.�

Îáû÷íî ýòà êîíñòðóêöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè íåêîòîðûõ ñòðóêòóð è íà
ìíîæåñòâå Z, è íà ãðóïïå G; æåëàòåëüíî ïîñòðîåíèå ñðåçîâ Y, íà êîòîðûõ èìå-
þòñÿ òå æå ñòðóêòóðû. Äëÿ ñëó÷àÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé ñì. [Palais1961].

Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû ñëîæíåå; ñì. ñðàâíèòåëüíî ýëåìåíòàðíûå
ââåäåíèÿ â [Äü¼ÊýðÌàì1974], [Êðàôò1987] è áîëåå îñíîâàòåëüíûå â êëàñ-
ñè÷åñêîé ìîíîãðàôèè [MumFogKir1994], à òàêæå â ðàáîòå [Mum1977], â
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êîòîðîé îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî ïðîñòðàíñòâàì ìîäóëåé.

2.0.2. Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ öåïî÷åê ñðåçîâ

Â óäà÷íûõ ñëó÷àÿõ (èìåííî ñ íèìè ìû áóäåì âñòðå÷àòüñÿ) âûäåëåíèå ñðåçîâ
óäà¼òñÿ èòåðèðîâàòü.

Âîçíèêàþò ìíîæåñòâà

Z = Z0 ⊃ Z1 ⊃ Z2 ⊃ . . . ,
è ãðóïïû

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . .
òàêèå, ÷òî

Zgood

G
=
Zgood

0

G0

∼=
Zgood

1

G1

∼=
Zgood

2

G2

∼= . . . .

2.1. M1 è ñòðóêòóðû íà í¼ì

2.1.0. M1 ' P9\Sing9

PGL3
. Íà÷í¼ì ñ îáñóæäàâøåãîñÿ â ëåêöèè 1 äåñÿòè÷ëåííîãî

óðàâíåíèÿ ñàìîé îáùåé ïëîñêîé ïðîåêòèâíîé êóáèêè

F :=
∑

i+j+k=3

aijkx
iyjzk = 0, (2.1.0a)

èëè

a300x
3+

+a210x
2y + a201x

2z+

+a120xy
2 + a111xyz + a102xz

2+

+a030y
3 + a021y

2z + a012yz
2 + +a003z

3 =

= 0. (2.1.0a′)

Çäåñü (a300 : · · · : a003) ∈ P9 � ïðîèçâîëüíûå êîýôôèöèåíòû íåíóëåâîãî îäíî-
ðîäíîãî ìíîãî÷ëåíà F ∈ k[x : y : z]3 \ {0}.

Ãðóïïà PGL3(k) = GL3(k)
k× ëèíåéíî äåéñòâóåò íà ïëîñêîñòè P2(k), â êîòîðîé

ëåæàò ðàññìàòðèâàåìûå êóáèêè. ×òîáû ðàñïðîñòðàíèòü ýòî äåéñòâèå íà ìíî-
æåñòâî êóáèê, íàäî îïðåäåëèòü åãî íà ìíîæåñòâî óðàâíåíèé êóáèê, òî åñòü
íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå Pk[x : y : z]3 ' P9(k). Â âåêòîðíîì âèäå ýòî
äåéñòâèå çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé(

[M ]k× · F
)

:

 x
y
z

 7→ F

M−1
 x

y
z


k×

, (2.1.0b)

ãäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ M ∈ GL3(k), [M ]k× ∈ PGL3(k).

Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ìû íà÷èíàåì êîíñòðóêöèþ ïðîñòðàí-
ñòâà ìîäóëåéM1 ñ ìíîæåñòâà

Z = Z0 = P9(k)
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è ãðóïïû1

G8 = PGL3(k),

äåéñòâóþùåé íà P9(k) ïî ôîðìóëå (2.1.0b)2.

Ïëîõîå ìíîæåñòâî

Zbad
0 =: Sing9

ñîñòîèò èç íàáîðîâ êîýôôèöèåíòîâ, îïðåäåëÿþùèõ îñîáûå êóáèêè. ßâíûé âèä
óðàâíåíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà (ÿâëÿþùåãîñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â P9(k)) íà-
ñòîëüêî ãðîìîçäîê, ÷òî íå ìîæåò áûòü è ðå÷è î íàïèñàíèè åãî â ÿâíîì âèäå.
Òåì íå ìåíåå â çàäà÷å 2.2. ïðåäëàãàåòñÿ îòâåòèòü íà åñòåñòâåííûé âîïðîñ îá
ýòîì ìíîæåñòâå. Ñ åãî ãåîìåòðèåé ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ ïî [Dolgachev2003]
è [Êðàôò1987].

Èç ïðåäëîæåíèÿ ðàçäåëà 2.0.1 è çàäà÷è 2.6 âûòåêàåò áèåêöèÿ

M1 '
P9 \ Sing9

PGL3

Â ïðèíöèïå ýòî ïîçâîëÿåò ââåñòè íà ïðîñòðàíñòâàõ ìîäóëåé M1 íåêîòîðûå
àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû. Ìû, îäíàêî, îòëîæèì îáñóæäåíèå ýòèõ
ñòðóêòóð äî ïîëó÷åíèÿ áîëåå ýêîíîìíûõ îïèñàíèé ìíîæåñòâM1(k).

2.1.1.M1 ' P6\Sing6

G5
. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ êóáèêà ëåæèò

â íåêîîðäèíàòèçîâàííîé (ïîêà) ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, è íà÷í¼ì ïîäáèðàòü
óäîáíûå êîîðäèíàòû.

Íà êàæäîé ãëàäêîé ïëîñêîé êóáèêå åñòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíà3 ïðÿìàÿ ïåðåãè-
áà4 � ñì. ëþáîé ó÷åáíèê ïî àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, íàïðèìåð, [ÃðèÕàð1982].
Ïóñòü ýòî � �áåñêîíå÷íàÿ� ïðÿìàÿ ′′z = 0′′.

1èíäåêñû ãðóïï òåïåðü áóäóò îáîçíà÷àòü ðàçìåðíîñòè
2â áîëåå îáû÷íîé òåðìèíîëîãèè ìû ðàáîòàåì ñ ñèììåòðè÷åñêèì êóáîì ïðîåêòèâèçàöèè

ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû GL3(k)
3à íà ñàìîì äåëå äåâÿòü
4Çäåñü ðåêîìåíäóåòñÿ âûïîëíèòü óïðàæíåíèå 2.3.
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Óðàâíåíèå (2.1.0a′) íà ïðÿìîé ′′z = 0′′ ïðåâðàùàåòñÿ â

a300x
3 + a210x

2y + a120xy
2 + a030y

3 = 0; (2.1.1a)

ìû ðàññìàòðèâàåì âûáîð êîîðäèíàòíîé îñè ′′z = 0′′, ïðè êîòîðîì ýòî âûðàæå-
íèå � êóá ëèíåéíîé ôîðìû. Äåëàåì òðàäèöèîííûé âûáîð

a300x
3 + a210x

2y + a120xy
2 + a030y

3 ≡ a300x3,
òî åñòü

a210 = a120 = a030 = 0 (2.1.1b)

Â ðåçóëüòàòå äåñÿòè÷ëåííîå óðàâíåíèå (2.1.0a′) ñîêðàùàåòñÿ äî ñåìè÷ëåííîãî

a300x
3 + a201x

2z + +a111xyz + a102xz
2 + a021y

2z + a012yz
2 + +a003z

3 = 0,

êîòîðîå ìû ïåðåïèøåì, îòêàçàâøèñü îò òð¼õèíäåêñíûõ êîýôôèöèåíòîâ, â âèäå

ax3 + by2z + cxyz + dx2z + eyz2 + fxz2 + gz3 = 0 (2.1.1c)

Òåïåðü ìû ïàðàìåòðèçóåì íàøè êóáèêè òî÷êàìè

(a : b : c : d : e : f : g) ∈ P6

øåñòèìåðíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà. Àëôàâèòíûé ïîðÿäîê, â êîòîðîì
ìû îáîçíà÷èëè êîýôôèöèåíòû, ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñëó÷àéíûì; îí, îäíàêî, ñîâ-
ïàäàåò ñ ïîðÿäêîì, â êîòîðîì ìû çàïèñûâàëè ìîíîìû ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ
(1.1.1a) àáñòðàêòíîé êðèâîé ðîäà 1.
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Óðàâíåíèå ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ Sing6 ⊂ P6, ñîîòâåòñòâóþùèõ îñîáûì êóáè-
êàì, óæå ìîæåò áûòü âûïèñàíî ÿâíî:

ab(432a2b3g2−216a2b2e2g+27a2be4−288ab3dfg+64ab3f3+72ab2c2fg+144ab2cdeg

−96ab2cef2 + 72ab2de2f − 36abc3eg + 30abc2e2f − 36abcde3 + ac3e3 + 64b3d3g

−16b3d2f2 − 48b2c2d2g + 8b2c2df2 + 16b2cd2ef − 16b2d3e2 + 12bc4dg − bc4f2

−8bc3def + 8bc2d2e2 − c6g + c5ef − c4de2) = 0. (2.1.1d)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîäãðóïïà ãðóïïû PGL3, ñîõðàíÿþùàÿ ïðè ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïåðåìåííûõ x, y, z ïðÿìóþ ′′z = 0′′, ñîñòîèò èç ïðåîáðàçîâà-
íèé âèäà  x

y
z

 =

 n00 n01 n02
n10 n11 n12
0 0 n22

 x′

y′

z′

 ,

à ïîäãðóïïà ýòîé ãðóïïû, ñîõðàíÿþùàÿ òî÷êó ∞ = (0 : 1 : 0) � èç ïðåîáðàçî-
âàíèé  x

y
z

 =

 n00 0 n02
n10 n11 n12
0 0 n22

 x′

y′

z′

 (2.1.1e)

Îáðàçîâàâøàÿñÿ ãðóïïà  ∗ 0 ∗
∗ ∗ ∗
0 0 ∗


ïëîõî âûãëÿäèò è íèêàê íå íàçûâàåòñÿ (äàæå ïðÿìàÿ ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ýòî �
ãðóïïà, ñêó÷íà è íå ïîó÷èòåëüíà). Ìû ïîéä¼ì íåòðàäèöèîííûì ïóò¼ì, ÷òîáû
ñïðàâèòüñÿ ñ ýòèì (÷èñòî ìåòîäè÷åñêèì!) çàòðóäíåíèåì. Âðåìåííî îáúÿâèì
íåòðàäèöèîííûé àëôàâèòíûé ïîðÿäîê5

y ≺ x ≺ z

òîãäà ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé (2.1.1e) çàìåíèòñÿ íà y
x
z

 =

 m00 m01 m02

0 m11 m12

0 0 m22

 y′

x′

z′

 , (2.1.1e′)

è òà æå ãðóïïà ïðåäñòàíåò êàê õîðîøî èçâåñòíàÿ áîðåëåâñêàÿ6 ïîäãðóïïà ëè-
íåéíîé ãðóïïû  ∗ ∗ ∗0 ∗ ∗

0 0 ∗


� òî÷íåå, å¼ 5-ìåðíûé îáðàç â PGL3. Ìû îáîçíà÷èì å¼

Bor3(k) :=

{ m00 m01 m02

0 m11 m12

0 0 m22

 ∈ PGL3(k)

∣∣∣∣∣m00m11m22 6= 0

}
k×

5âñêîðå ìû îòîéä¼ì îò âåêòîðíîãî ôîðìàëèçìà è ïðèíÿòîå ðåøåíèå ïåðåñòàíåò íàñ
îòâëåêàòü.

6ìàêñèìàëüíàÿ ðàçðåøèìàÿ, ñì. [Õàìôðè1980]
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Èç ïðåäëîæåíèÿ ðàçäåëà 2.0.1 è èç çàäà÷è 2.6 âûòåêàåò áèåêöèÿ

M1 '
P6 \ Sing6

Bor3

2.1.2. Êàñàòåëüíûå èç òî÷êè ïåðåãèáà. Äëÿ ñëåäóþùåãî øàãà íàì ïî-
íàäîáèòñÿ îäíî ñâîéñòâî ïëîñêèõ êóáè÷åñêèõ êðèâûõ, êîòîðîå ìû óñòàíîâèì
ñíà÷àëà (àëãåáðî-)ãåîìåòðè÷åñêè, à ïîòîì àëãåáðàè÷åñêè.

Ïðåäëîæåíèå. Èç òî÷êè ïåðåãèáà ãëàäêîé ïëîñêîé ïðîåêòèâíîé êóáèêè ïðî-
âîäÿòñÿ, ïîìèìî ïðÿìîé ïåðåãèáà, åù¼ òðè êàñàòåëüíûå ê êóáèêå; ïîëó÷àå-
ìûå òî÷êè êàñàíèÿ êîëëèíåàðíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëèðîâêà ïðåäëîæåíèÿ íå ñâÿçàíà ñ íà-
øèìè ïðåäûäóùèìè äåéñòâèÿìè � è âîîáùå ñ óðàâíåíèÿìè. Ïîýòîìó ìû ïåðå-
èìåíîâàëè íàøó �áåñêîíå÷íóþ� òî÷êó â O � îíà áóäåò íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì
â èìåþùåéñÿ íà êóáèêå ãðóïïîâîé ñòðóêòóðîé, êîòîðîé ìû âñêîðå âîñïîëü-
çóåìñÿ. Îò ïðåäûäóùèõ äåéñòâèé ïî âûáîðó êîîðäèíàò ìû ñîõðàíèì òîëüêî
óðàâíåíèå ′z = 0′ ïðÿìîé ïåðåãèáà.

Êîëè÷åñòâî êàñàòåëüíûõ ê ïëîñêîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì å¼
êëàññà, òî åñòü êîëè÷åñòâà êàñàòåëüíûõ èç îáùåé òî÷êè (ñì. [Coolidge2004]).
Êëàññ ãëàäêîé êóáèêè ðàâåí 6 (â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ðàññìîòðåâ â àôôèí-
íîé ïëîñêîñòè ñåìåéñòâî ïðÿìûõ y − y0 = k(x − x0), ïîäñòàâèâ ýòî óðàâíåíèå
â óðàâíåíèå êóáèêè è âû÷èñëèâ äèñêðèìèíàíò ïî x ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîãî÷ëå-
íà; ýòîò äèñêðèìèíàíò îêàæåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò k ñòåïåíè 6). Â ñëó÷àå, êîãäà
êàñàòåëüíûå ïðîâîäÿòñÿ èç îáùåé òî÷êè êóáèêè, ñëèâàþòñÿ äâå êàñàòåëüíûå,
à åñëè èç òî÷êè ïåðåãèáà � òî òðè; îñòà¼òñÿ òðè �åù¼�, êàê è óòâåðæäàåòñÿ.

Íà ÷åðòåæå òî÷êè êàñàíèÿ îáîçíà÷åíû ÷åðåç A,B,C, óðàâíåíèÿ, à çàäàþùèå
êàñàòåëüíûå � ÷åðåç α = 0, β = 0, γ = 0. Îáîçíà÷èì, íàêîíåö, ÷åðåç X ðàñ-
ñìàòðèâàåìóþ êóáèêó.
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Â ãðóïïå Div(X) âûïîëíÿþòñÿ î÷åâèäíûå èç ÷åðòåæà ñîîòíîøåíèÿ

div(α) = O + 2A,

div(β) = O + 2B,

div(γ) = O + 2C,

div(z) = 3O,

èç êîòîðûõ â ãðóïïå Pic(X) âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ

2A ≡ 2B ≡ 2C ≡ 2O.

Ïðèíèìàÿ O çà íåéòðàëüíûé ýëåìåíò â X ' Pic(X), âûâîäèì ïðåäëîæåíèÿ
èç î÷åâèäíîãî ôàêòà â êîììóòàòèâíîé ãðóïïå òî÷êè 2-ãî ïîðÿäêà îáðàçóþò
ïîäãðóïïó. �

2.1.3. M1 ' P5\Sing5

G4
. Ïîñêîëüêó áîðåëåâñêàÿ ãðóïïà Bor3 ñîõðàíÿåò �áåñ-

êîíå÷íóþ� ïðÿìóþ ′′z = 0′′, îíà ñîõðàíÿåò è äîïîëíåíèå ê íåé, êîòîðîå ìû
áóäåì ñ÷èòàòü �êîíå÷íîé�, àôôèííîé ÷àñòüþ A2 ⊂ P2 ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.
Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû óæå ñåé÷àñ íà÷í¼ì âíåäðÿòü àôôèííóþ òåðìèíîëîãèþ è, â
÷àñòíîñòè, ïðÿìóþ ′′y = 0′′ íàçûâàòü îñüþ àáñöèññ.

Äîêàçàííîå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïðåäëîæåíèå äèêòóåò íàì âûáîð îñè àáñ-
öèññ.

Òåîðåìà. Ïóñòü char(k) 6= 2. Òîãäà âûáîð â êà÷åñòâå îñè àáñöèññ ïðÿìîé, ãà-
ðàíòèðîâàííîé ïðåäûäóùèì ïðåäëîæåíèåì (òî åñòü ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè
êàñàíèÿ êàñàòåëüíûõ, ïðîâåä¼ííûõ èç òî÷êè ïåðåãèáà), îáåñïå÷èâàåò ïåðåõîä
îò 7-÷ëåííîãî óðàâíåíèÿ (2.1.1c) äî 6-÷ëåííîãî

ax3 + by2z + dx2z + eyz2 + fxz2 + gz3 = 0 (2.1.3a)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå 7-÷ëåííîå óðàâíåíèå
èìååò âèä

ax3 + by2 + cxy + dx2 + ey + fx+ g = 0, (2.1.3b)

è ïåðåêð¼ñòíûé ÷ëåí cxy óíè÷òîæàåòñÿ ïîäõîäÿùèì àôôèííûì ïðåîáðàçîâà-
íèåì y ← y+mx; â àôôèííîé ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè x, y çåë¼íûå êàñàòåëü-
íûå ñòàíîâÿòñÿ �ãîðèçîíòàëüíû�. Äåòàëè ÷èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ âîñïîëíèòü â
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óïðàæíåíèè 2.8. �

Óðàâíåíèå ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ Sing5 ⊂ P5, ñîîòâåòñòâóþùèõ îñîáûì êóáè-
êàì, ñòàíîâèòñÿ áîëåå îáîçðèìûì:

ab(432a2b3g2 − 216a2b2e2g + 27a2be4 − 288ab3dfg

+64ab3f3 + 72ab2de2f + 64b3d3g − 16b3d2f2 − 16b2d3e2) = 0 (2.1.1h)

***

Ãðóïïà G4 ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ óðàâíåíèå (2.1.3a), ñîñòîèò èç ïðå-
îáðàçîâàíèé

x = mx′ + nz′, y = oy′ + pz′, z = rz′,

ãäå mor 6= 0 è âñå 5 êîýôôèöèåíòîâ (m : n : o : p : r) îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ
äî îáùåãî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ.

2.1.4.M1 ' A4\Sing4

G3
. Óðàâíåíèå (2.1.1h) ÿâíî ïîêàçûâàåò ïðèâîäèìîñòü ìíî-

æåñòâà ïàðàìåòðîâ îñîáûõ êðèâûõ, ñîäåðæà ìíîæèòåëü ab. Ýòîò ìíîæèòåëü
ëåãêî ïðîàíàëèçèðîâàòü, îñîáåííî â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ (2.1.3b): åñëè âû-
ïîëíÿåòñÿ a = 0, òî (2.1.3b) çàäà¼ò íå êóáèêó, â êîíèêó (òî åñòü ïðîåêòèâíàÿ
êóáèêà � ýòî îáúåäèíåíèå êîíèêè ñ áåñêîíå÷íîé ïðÿìîé), à åñëè b = 0, òî óðàâ-
íåíèå (2.1.3b) ñòàíîâèòñÿ ðàçðåøèìûì îòíîñèòåëüíî y è ïîòîìó çàäà¼ò êðèâóþ
ðîäà íå 1, à 0.

Òàêèì îáðàçîì, ãèïåðïîâåðõíîñòü Sing5 ⊂ P5 ñîäåðæèò äâå ãèïåðïëîñêîñòè,
êîòîðûå ìû íå ó÷èòûâàåì ïðè ïîñòðîåíèè ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåéM1; ìû ìî-
æåì èõ âûáðîñèòü è ïåðåéòè ê àôôèííîé áàçå.

Â ñîãëàñèè ñ òðàäèöèåé ìû ïîëàãàåì â óðàâíåíèè (2.1.3a)

a = −1, b = 1;

ýòî óðàâíåíèå, â êîòîðîì íåêîòîðûå ìîíîìû ïåðåíîñÿòñÿ â ïðàâóþ ÷àñòü, ïðè-
íèìàåò 6-÷ëåííûé âèä

y2z + eyz2 = x3 − dx2z − fxz2 − gz3, (2.1.4a)

ñ êîòîðûì ìû áóäåì òîæå ðàáîòàòü â àôôèííîé ôîðìå

y2 + ey = x3 − dx2 − fx− g. (2.1.4b)

Óðàâíåíèå ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ Sing4 ⊂ A4, ñîîòâåòñòâóþùèõ îñîáûì êó-
áèêàì, âïåðâûå óìåùàåòñÿ â îäíó ñòðî÷êó:

−16d3e2 + 64d3g − 16d2f2 − 72de2f + 27e4 + 288dfg − 216e2g − 64f3 + 432g2 = 0.
(2.1.4c)

***

Ãðóïïà G3 ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ óðàâíåíèå (2.1.1k), ñîñòîèò èç ïðå-
îáðàçîâàíèé

x = λ2x′ +m, y = λ3y′ + n.

ãäå λ ∈ k×.
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2.1.5. M1 ' A2\Sing2

G1
. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî char(k) /∈ {2, 3}. Òîãäà ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ

x← x+
d

3
, y ← y − e

2

ïðèâîäÿò, íàêîíåö, ê êðàò÷àéøåìó âîçìîæíîìó, 4-÷ëåííîìó, óðàâíåíèþ ïëîñ-
êîé êóáèêè

y2 = x3 − fx− g (2.1.5a)

Äåòàëè ïðåäëàãàåòñÿ âîñïîëíèòü â óïðàæíåíèè 2.10. .

Ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ Sing2 ⊂ A2 ñâåëîñü ê ïîëóêóáè÷åñêîé ïàðàáîëå

27g2 = 4f3, (2.1.5b)

à ãðóïïà çàìåí ïåðåìåííûõ � ê

x = λ2x′, y = λ3y′, (2.1.5c)

ãäå λ ∈ k×. Îíî ñîïðîâîæäàåòñÿ äåéñòâèåì ãðóïïû k× íà ïàðàìåòðû (êîòîðîå
ìû ðàíüøå îïóñêàëè èç-çà ãðîìîçäêîñòè)

λ · (e, f) = (λ4f, λ6g). (2.1.5d)

Ôîðìóëû (2.1.5a)�(2.1.5d) äàþò ðåêîðäíî êîìïàêòíîå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà
ìîäóëåé

M1(k) =
A2(k) \ Sing2

k×
(2.1.5e)

êàê ôàêòîðà àôôèííîé ïîâåðõíîñòè ïî îäíîìåðíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïå. Â
òàêîì âèäå íàøó îñíîâíóþ çàäà÷ó íàäåëåíèÿ ìíîæåñòâà ñòðóêòóðîé àëãåáðà-
è÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íåòðóäíî áûëî áû ðåøèòü, ñì. [Äü¼ÊýðÌàì1974].

Ìû, îäíàêî, ïîïûòàåìñÿ çàâåðøèòü íàø ïóòü ê M1(k) êàê ê ÿâíî çàäàííî-
ìó îäíîìåðíîìó àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêîìó îáúåêòó íàä ïîëåì k. Â èäåàëå íàä
êàæäîé òî÷êîé ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé õîòåëîñü áû âèäåòü ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ åé êðèâóþ.

Óïîìÿíóòûé èäåàë, îäíàêî, íåäîñòèæèì, è ýòî ñîñòàâëÿåò îäíó èç ãëàâíûõ
ïðîáëåì òåîðèè ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé; íà íàó÷íîì ÿçûêå ýòî íàçûâàåòñÿ íåïðåä-
ñòàâèìîñòüþ ôóíêòîðà ñåìåéñòâ. Â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå ìû ïðåäïðèìåì
ïîïûòêè ïðèáëèæåíèÿ ê èäåàëó.

2.1.6. Íà ïóòè ê óíèâåðñàëüíîìó ñåìåéñòâó. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (2.1.5a)
â áîëåå åñòåñòâåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

y2 = x3 + ax+ b (2.1.6a)

Óñëîâèå ãëàäêîñòè òàêîé êðèâîé �

4a3 + 27b2 6= 0, (2.1.6b)
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è ýòî ïîçâîëÿåò ââåñòè òàê íàçûâàåìûé j-èíâàðèàíò7 (ñì. [Silverman2009])

j =
6912a3

4a3 + 27b2
=

3344a3

4a3 + 27b2
, (2.1.6c)

îïðåäåëÿþùèé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííóþ áèåêöèþ

j :M1(k)
'
99K k.

Îäíàêî ýòà áèåêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì (àôôèííûõ) àëãåáðàè÷åñêèõ
êðèâûõ! Ñì. íèæå.

Äàëåå, ìîæíî ðàññìîòðåòü ãåêñàâåðñàëüíîå ñåìåéñòâî

y2 = x(x− 1)(x− t) (2.1.6d),

â êîòîðîì
t /∈ {0, 1} (2.1.6f)

è äëÿ êîòîðîãî

j =
256(t2 − t+ 1)3

t2(t− 1)2
. (2.1.6f)

Íàçâàíèå ñåìåéñòâà îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî (ïî÷òè) êàæäàÿ êðèâàÿ âñòðå÷àåòñÿ
â í¼ì øåñòü ðàç (îá ýòîì ãîâîðèò ñòåïåíü ïðàâîé ÷àñòè (2.1.6e)). Áîëåå òîãî,
ìîðôèçì t 7→ j, îïðåäåë¼ííûé ôîðìóëîé (2.1.6f), ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì Ãàëóà;
åñëè ââåñòè (ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2.1.6f)) äâàæäû ïðîêîëîòóþ ïðÿìóþ

k̈ := k \ {0, 1}, (2.1.6g)

òî âîçíèêàåò àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé

M1(k) ' k̈
S3

(2.1.6h)

êàê ôàêòîðà àôôèííîé êðèâîé ïî êîíå÷íîé ãðóïïå, ñì. [Ñåðð1968]. Íåïîäâèæ-
íûå òî÷êè äåéñòâèÿ ãðóïïû S3 îïðåäåëÿþò îñîáåííîñòè ïðîñòðàíñòâàM1(k);
îíè ñîîòâåòñòâóþò çàìå÷àòåëüíûì êðèâûì, ê êîòîðûì ìû åù¼ âåðí¼ìñÿ.

Ïðåäñòàâëåíèå, îáîáùàþùåå (2.1.6h), áóäåò îáñóæäàòüñÿ è äëÿ âûñøèõ ðîäîâ.

Íàêîíåö, õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ê óíèâåðñàëüíîìó ñåìåéñòâó äîñòàâëÿåò ñå-
ìåéñòâî

y2 = x3 +m(x+ 1), (2.1.6i)

äëÿ êîòîðîãî

j =
6912m

4m+ 27
, (2.1.6j)

òî åñòü ìîðôèçìm 7→ j èìååò ñòåïåíü 1. Ìîæåò äàæå ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ñåìåéñòâî
(2.1.6i) � æåëàííîå óíèâåðñàëüíîå ñåìåéñòâî. Îäíàêî, ðàçðåøèâ ñîîòíîøåíèå
(2.1.6j) îòíîñèòåëüíî m, ìû ïðèä¼ì ê ñåìåéñòâó

y2 = x3 − 27

4

j

j − 1728
(x+ 1) (2.1.k)

Åãî ìîæíî íàçâàòü ïî÷òè óíèâåðñàëüíûì � â í¼ì íàä j /∈ {0, 1728} ñ j-èíâàðèàíòîì
j. Îäíàêî íàä óêàçàííûìè èñêëþ÷èòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè j (ñîîòâåòñòâóþùèì

7ñòðàííûå êîýôôèöèåíòû èìåþò ãëóáîêîå àðèôìåòè÷åñêîå îáúÿñíåíèå



12

òåì æå çàìå÷àòåëüíûì êðèâûì, ÷òî âûøå) ñåìåéñòâî ïîðòèòñÿ.

Ïî÷òè óíèâåðñàëüíûå ñåìåéñòâà ñóùåñòâóþò è äëÿ âûñøèõ ðîäîâ.

2. Íåìíîãî îá M2

Ïóñòü X � êðèâàÿ ðîäà 2. Ñîãëàñíî îäíîìó èç îïðåäåëåíèé ðîäà, ýòî çíà÷èò,
÷òî

Ω1[X] = 〈ω1, ω2〉;
ýòî äà¼ò íåïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ x ∈ k(X) \ k, è èç òåîðåìû Ðèìàíà-Ðîõà ñëå-
äóåò, ÷òî deg(x) = 2, òî åñòü (

k(X) : k(x)
)

= 2

Êàê ìû ïîêàæåì íèæå, îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå àôôèííîé ìîäåëè êðè-
âîé X, çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì

y2 = F,

ãäå ìíîãî÷ëåí F ∈ k[x]5 èëè F ∈ k[x]6 íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé; ïîñòðîåíèå
ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé ìîäåëè ñëîæíåå.

Îäíàêî ñóùåñòâîâàíèÿ àôôèííûõ ìîäåëåé áóäåò äîñòàòî÷íî äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé

M2(k) ' k[u : v]6 \Mult

PSL2(k)
,

ãäå Mult � ìíîæåñòâî áèíàðíûõ ôîðì, îáëàäàþùèõ êðàòíûìè ëèíåéíûìè
ìíîæèòåëÿìè.
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