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Â ýòîé ëåêöèè ìû çàâåðøàåì ðàññìîòðåíèå àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ïðîñòðàíñòâ

ìîäóëåé êðèâûõ. Ââèäó îáøèðíîñòè ìàòåðèàëà ìû ïðèâîäèì ìàëî äîêàçàòåëüñòâ, íî

äà¼ì äîâîëüíî ìíîãî ññûëîê íà îðèãèíàëüíûå è ñîâðåìåííå ðàáîòû.

4.0. Ðàçìåðíîñòü

4.0.0. Ðàçîáðàííûå ñëó÷àè. Ìû ïîñòðîèëè íåñêîëüêî ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé
êðèâûõ ìàëûõ ðîäîâ. Ñîáåð¼ì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â òàáëèöó, óêàçûâàÿ (íå
óïîìèíàåìûå ðàíüøå) ðàçìåðíîñòè.

g ÐåàëèçàöèÿMcan
g dimMg

0 * 0

1 Pk[x:y:z]3
PGL3(k) 9− 8 = 1

2 Pk[u0:u1]6
PSL2(k) 6− 3 = 3

3 Pk[x:y:z]4
PGL3(k) 14− 8 = 6

Âèäíî, ÷òî ðàçìåðíîñòè äîâîëüíî ðåãóëÿðíî âîçðàñòàþò âìåñòå ñ ðîäîì. Ðàç-
áåð¼ì åù¼ îäèí ïðèìåð.

4.0.1. Ïðîñòðàíñòâî Mcan
4 . Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíàÿ êàíîíè÷åñêàÿ êðèâàÿ

ðîäà 4. Âûáåðåì áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå äèôôåðåíöèàëîâ

Ω1[X] = 〈ω1, ω2, ω3, ω4〉
1
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è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå

ιK = (ω1 : ω2 : ω3 : ω4) : X ↪→ P3.

Ïåðåéä¼ì ê êâàäðàòè÷íûì äèôôåðåíöèàëàì. Íà÷àâ ñ ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé
áàçèñíûõ, ïîñ÷èòàåì èõ êîëè÷åñòâî

#{ω2
1 , ω1ω2, . . . , ω

2
4} = 10.

Ñëåäóþùèé âîïðîñ: à êàêîâà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà L(2K), â êîòîðîì ýòè
êâàäðàòè÷íûå äèôôåðåíöèàëû æèâóò?

Îòâåò äà¼ò RR: ïîñêîëüêó deg(2K) = 2 deg(K) = 2 · (2 · 4− 2) = 12, èìååì

`(2K) = deg(2K)− 4 + 1 = 12− 3 = 9,

òàê ÷òî

ιK(X) ëåæèò íà êâàäðèêå Q ⊂ P3.

Íî ιK(X) íå ìîæåò ëåæàòü íà äâóõ ðàçíûõ êâàäðèêàõ, ïîñêîëüêó èíà÷å îíà
ñîäåðæàëà áû ýëëèïòè÷åñêóþ èëè ðàöèîíàëüíóþ êðèâóþ, Ñëåäîâàòåëüíî,

ιK(X) ëåæèò íà åäèíñòâåííîé êâàäðèêå Q ⊂ P3.

Çàéì¼ìñÿ òåïåðü êóáè÷åñêèìè äèôôåðåíöèàëàìè. Íà÷àâ ñ ïðîèçâåäåíèé ïî
òðîå áàçèñíûõ, ïîñ÷èòàåì èõ êîëè÷åñòâî

#{ω3
1 , ω

2
1ω2, . . . , ω

3
4} = 20

è ñíîâà ïîñòàâèì âîïðîñ î ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà L(3K), â êîòîðîì ýòè êó-
áè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëû æèâóò.

Îòâåò ñíîâà äà¼ò RR: ïîñêîëüêó deg(3K) = 3 deg(K) = 3 · (2 · 4 − 2) = 18,
èìååì

`(3K) = deg(3K)− 4 + 1 = 18− 3 = 15,

òàê ÷òî

èìååòñÿ 5-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî êóáèê C ⊂ P3, ñîäåðæàùèõ ιK(X).

Òåïåðü ðàññìîòðèì (ýâðèñòè÷åñêè...) îòîáðàæåíèå

{êâàäðèêè} × {êóáèêè} −→ {êðèâûå ñòåïåíè 6} : (Q,C) 7→ Q
⋂
C.

Ó íåãî (9+19=28)-ìåðíàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è, êàê ìû âèäåëè, çà ñ÷¼ò êó-
áèê 4-ìåðíûå (ó÷ò¼ì ïðîåêòèâíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ) ñëîè, òàê
÷òî ïðîñòðàíñòâåííûå ñåêñòèêè îáðàçóþò (28-4=24)-ìåðíîå ñåìåéñòâî. Îòôàê-
òîðèçîâàâ ýòî ñåìåéñòâî ïî 15-ìåðíîé ãðóïïå PGL4(k), ïðèä¼ì ê âûâîäó

dimM4 = 9

Ïðîâåä¼ííûå ïðèêèäêè ìîæíî ñäåëàòü ñòðîãèìè, åñëè íåñêîëüêî ðàç ïðèäàòü ñìûñë

ñëîâàì â îáùåì ïîëîæåíèè, ïîäñ÷èòàòü ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ãèïåðýë-

ëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ðîäà 4 (îíà îêàæåòñÿ ðàâíîé 2 · 4 − 1 = 7) è ïðèäòè ê âûâîäó

î òîì, ÷òî êàíîíè÷åñêèå êðèâûå ñîñòàâëÿþò ïëîòíîå ïî Çàðèñêîìó ìíîæåñòâî â

ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé êðèâûõ ðîäà 4.

Áîëåå äåòàëüíûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [Kempf1986].
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Ìû ìîæåì äîáàâèòü ñòðî÷êó ê òàáëèöå, ïðèâåä¼ííîé â íà÷àëå ïîäðàçäåëà:

g ÐåàëèçàöèÿMcan
g dimMg

0 * 0

1 Pk[x:y:z]3
PGL3(k) 1

2 Pk[u0:u1]6
PSL2(k) 3

3 Pk[x:y:z]4
PGL3(k) 6

4
k[t:x:y:z]2× k[t:x:y:z]3

V5(X)

GL4(k) 9

Çäåñü ðåêîìåíäóåòñÿ âûïîëíèòü óïðàæíåíèå 4.1.

4.0.2. Íåïðåðûâíûå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ. Ââåä¼ì âðåìåííîå îáîçíà-
÷åíèå

Xg �"îáùàÿ" êðèâàÿ ðîäà g.

Òîãäà Aut(X0) ' PSL2 (ýòî � ãðóïïà äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîåê-
òèâíîé ïðÿìîé), òàê ÷òî

dim Aut(X0) = 3. (4.0.2a)

Êðèâàÿ ðîäà 1 � ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ ñàìà íà ñåáå ñäâèãàìè, ïîýòîìó

dim Aut(X1) = 1. (4.0.2b)

Íàêîíåö, ïðè g ≥ êðèâàÿ ðîäà g èìååò íå áîëåå ÷åì êîíå÷íóþ ãðóïïó àâòî-
ìîðôèçìîâ (òî÷íåå, ïîðÿäêà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî 84(g−1) ñì. [Hurwitz1893]),
îòêóäà

dim Aut(X≥2) = 0. (4.0.2c)

Äîïîëíèì òàáëèöó óæå èçâåñòíûõ ðàçìåðíîñòåé ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé:

g dimMg dim Aut(Xg)

0 0 3
1 1 1
2 3 0
3 6 0
4 9 0

Ýòî ïîçâîëÿåò ââåñòè äëÿ g ∈ N (íåñòàíäàðòíîå) îáîçíà÷åíèå

3g − 3 :=


0 ïðè g = 0;

1 ïðè g = 1;

3g − 3 ïðè g > 1.

è ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

dimMg = 3g − 3 (4.0.2d)

äëÿ âñåõ ðîäîâ g. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå, äîïóñêàþùåå àëüòåðíàòèâíóþ ôîðìó-
ëèðîâêó

dimMg = 3g − 3 + dim Aut(Xg) (4.0.2d′)
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âåðíî è âñêîðå áóäåò îáîñíîâàíî.

4.1. Êàñàòåëüíîå è êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèÿ

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòè ðàññëîåíèÿ îïðåäåëåíû òîëüêî íàä ãëàäêèìè òî÷êàìè ïðî-
ñòðàíñòâMg. Ìû, îäíàêî, çíàåì î ñóùåñòâîâàíèè ïðîñòðàíñòâ êðèâûõ ñ level
structure1, äëÿ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé êîòîðûõ ââåäåíî îáùåå îáîçíà÷åíèå

M̂g −→Mg

Ñðåäè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ åñòü ãëàäêèå, è äëÿ èõ òî÷åê [X, ι], ãäå ι ïðîáåãàåò

íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (íàïðèìåð, ι ∈ Isom
(

H1(X, A), A2g
)
, ãäå A �

êàêàÿ-íèáóäü êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà) êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà

T[X,ι]M̂g

ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû, è âñêîðå îêàæåòñÿ, ÷òî ýòè ïðîñòðàíñòâà �íå çàâèñÿò�
íè îò âûáîðà ι, íè îò âûáîðà level structure, à çàâèñÿò òîëüêî îò [X]. Ïîýòî-
ìó êîððåêòíî ëþáîå èç ýòèõ êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ
îáúÿâèòü êàñàòåëüíûì

T[X]Mg.

Îáîñíîâàíèå ýòîé êîíñòðóêöèè â ðàìêàõ ïîíÿòèé ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè ïðèíÿòî

ïðîâîäèòü íà ÿçûêå îðáèîáðàçèé, ñì. [Satake1956], [AdLeRu2007].

Äëÿ îñâîåíèÿ ýòèõ ïîíÿòèé ðåêîìåíäóåòñÿ âûïîëíèòü óïðàæíåíèå 4.2.

4.1.0. Ëèíåàðèçàöèÿ ñåìåéñòâ êðèâûõ. Ðàññìîòðèì ìîðôèçì ãëàäêèõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé

X

$ (4.1.0a)

?
B 3 O

â êîòîðîì íåîáû÷íàÿ áóêâà $ (àëüòåðíàòèâíîå �ïè�) çàèìñòâîâàíà èç êëàññè-
÷åñêîé ðàáîòû [Kod2005], íà êîòîðóþ áóäåì ññûëàòüñÿ. Áàçà B âñåãäà áóäåò
ïðåäïîëàãàòüñÿ ñâÿçíîé. Îáîçíà÷èì äëÿ B ∈ B ñëîè ìîðôèçìà $ ÷åðåç

XB := $−1◦(B)

è áóäåì (îáû÷íî ïðè B 6= O) íàçûâàòü èõ äåôîðìàöèÿìè ñëîÿ XO.

Ñ ïðîñòðàíñòâàìè ìîäóëåé êðèâûõ ñâÿçàíû ñåìåéñòâà (4.1.0a), îòíîñèòåëüíî
êîòîðûõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå åãî ñëîè � ãëàäêèå ïîëíûå êðèâûå.

Äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ XO îïðåäåë¼í ìîðôèçì êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ

$∗,P : TPX −→ TOB,

ÿäðî êîòîðîãî, î÷åâèäíî, ðàâíî

ker$∗,P = TPXO.

1Îáùåïðèíÿòîãî ïåðåâîäà ýòîãî âûðàæåíèÿ íà ðóññêèé, êàæåòñÿ, íå ñóùåñòâóåò.



5

Ýòè ïðîñòðàíñòâà è ìîðôèçìû, ñîáðàííûå âìåñòå ïî âñåì òî÷êàì P ∈ XO,
ñîåäèíÿþòñÿ â òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàññëîåíèé íàä X0:

0 −→ TXO −→ TX −→ TX
TXO

−→ 0,

ïðè÷¼ì î÷åâèäíû èçîìîðôèçìû TX
TXO

∼= TOB. Ïîëó÷àåì òî÷íóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü

0 −→ TXO
ι∗−→ TX $∗−→ TOB −→ 0 (F)

â êîòîðîé èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå ι : XO ↪→ X äëÿ âëîæåíèÿ ñëîÿ â ñåìåé-
ñòâî.

4.1.1. Îòîáðàæåíèå Êîäàèðû-Ñïåíñåðà. Ïðèâåä¼ì íàáðîñîê ýòîé êîí-
ñòðóêöèè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà (4.1.0a) êîìïëåêñíûõ êîìïàêòíûõ (â
êëàññè÷åñêîé òîïîëîãèè) ìíîãîîáðàçèé: ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ñëîè ýòîãî
ñåìåéñòâà � êðèâûå, íå âíîñèò óïðîùåíèé.

Ãëàâíîå îòëè÷èå êîìïëåêñíî àíàëèòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ îò àëãåáðàè÷åñêîãî çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âñå ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ ëîêàëüíî èçîìîðôíû. Â ÷àñò-
íîñòè, ëîêàëüíî èçîìîðôíû ñëîè ñåìåéñòâà (4.1.0a). Ýòî ïîçâîëÿåò (âîçìîæíî,
ïðè óìåíüøåíèè áàçû äî äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè O � âñå íàøè
êîíñòðóêöèè ëîêàëüíû ïî áàçå) âûáðàòü ÄÂÀ2 ïîêðûòèÿ

X =
⋃
i∈I
Vi =

⋃
i∈I
Wi, (4.1.1a)

èç êîòîðûõ îäíî êîìïàêòíî âïèñàíî â äðóãîå3, âìåñòå ñ òðèâèàëèçóþùèìè
êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèìè èçîìîðôèçìàìè

ϕi : B×Wi
'−→Wi

â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå Wi =Wi

⋂
XO.

2çäåñü èñïîëüçóåòñÿ òåõíè÷åñêèé ïðè¼ì êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, íå èìåþùèé àëãåáðî-
ãåîìåòðè÷åñêîãî àíàëîãà

3ýòî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ∀i ∈ I[Vi ⊂⊂ Wi] è îçíà÷àåò, ÷òî çàìûêàíèÿ ìåíüøèõ ìíîæåñòâ
ñîäåðæàòñÿ â á�îëüøèõ
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Ýòè èçîìîðôèçìû îïðåäåëÿþò ñèñòåìû îòîáðàæåíèé4

fij : B× Vij →Wij ,

êîòîðûå ìû áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê çàâèñÿùèå îò B ∈ B îòîáðàæåíèÿ

fij,B : Vij →Wij , (4.1.1b)

ñâÿçàííûìè ñ èçîìîðôèçìàìè ϕi ðàâåíñòâàìè

ϕi(B,P ) = ϕj
(
B, fij,B(P )

)
, (4.1.1c)

èìåþùèìè ñìûñë íà ïðîîáðàçàõ ïåðåñå÷åíèé

(B,P ) ∈ ϕ−1◦i (W〉|).

Èçîìîðôèçìû ϕi çàäàþò ôðàãìåíòû �ñâÿçíîñòè� â ðàññìàòðèâàåìîì ñåìåéñòâå êðè-

âûõ (êîòîðîå ïðè ïðèìåíåíèè ôóíêòîðà, çàáûâàþùåãî êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó è

ïîìíÿùåãî òîëüêî ãëàäêóþ, ìîæíî, ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå [Ehresmann1950],

ñ÷èòàòü ðàññëîåíèåì ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Diff(XO)), ïîñêîëüêó îíè áèãîëîìîðô-

íî îòîæäåñòâëÿþò êóñêè ñëî¼â. Îòîáðàæåíèå Êîäàèðû-Ñïåíñåðà, êîòîðîå ìû ñåé÷àñ

îïðåäåëèì, ÿâëÿåòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíûì ïðåïÿòñòâèåì ê ñêëåèâàíèþ èìåþùèõñÿ

ôðàãìåíòîâ â ãëîáàëüíîå îòîæäåñòâëåíèå ñëî¼â, êîòîðîå âîçìîæíî ëèøü ïðè òðè-

âèàëüíûõ ñ êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äåôîðìàöèÿõ.

Ëåììà. Ñèñòåìà ôóíêöèé {fij} îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
(à) fij,O : Vij ↪→Wij (ýòî � ïðîñòî âëîæåíèÿ).
Â îñòàâøèõñÿ ôîðìóëàõ îïóñêàåì çàâèñèìîñòü îò B ∈ B
(á) fii : Vi ↪→Wi.
(â) fij ◦ fji = idVij

.
(ã) fij ◦ fjk ◦ fki = idVijk

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî � òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå ñîîòíîøåíèÿ, âûòåêàþùèå
èç (4.1.1c)�.

Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèÿ ëåììû âûãëÿäÿò êàê óñëîâèå êîöèêëà, íî îáû÷íîé
êîãîìîëîãè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè, âèäèìî, íå äîïóñêàþò � ïî êðàéíåé ìåðå,

4ìû ïîëüçóåìñÿ îáû÷íûìè îáîçíà÷åíèÿìè Uij := Ui
⋂

Uj , êàê ïðàâèëî, ïðåäïîëàãàÿ ýòè

ïåðåñå÷åíèÿ íåïóñòûìè
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åñëè íå ðàçâèâàòü òåîðèþ ïñåâäîãðóïï, ÷åãî ìû äåëàòü íå ñîáèðàåìñÿ. Îäíàêî
êîãîìîëîãèè ïîÿâëÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò ìàëûõ äåôîðìàöèé ê èíôèíèòåçè-
ìàëüíûì.

Òåîðåìà-îïðåäåëåíèå. Äëÿ ëþáîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ∂ ∈ TOB ñîïî-
ñòàâëåíèå

(i, j) 7→ ∂
∣∣
O
· fij

îïðåäåëÿåò êîöèêë èç Z1(XO, T ), ãäå T ïó÷îê ðîñòêîâ ñå÷åíèé êàñàòåëüíîãî
ðàññëîåíèÿ (òî åñòü âåêòîðíûõ ïîëåé). Êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ ýòîãî êîöèê-
ëà îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå Êîäàèðû-Ñïåíñåðà

κsX : TOB −→ H1(XO, T ).

Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ (âûïîëíåííûõ â ñëó÷àå ñåìåéñòâ
êðèâûõ) ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âñå ñëîè ñåìåéñòâà X èçîìîðôíû.

Î äîêàçàòåëüñòâå. Óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî êîöèêëà âûòåêàåò èç ëåììû.
Î äðóãèõ óòâåðæäåíèÿõ ñì. îñíîâîïîëîæíóþ ðàáîòó [Kod2005] èëè ñîâðåìåí-
íîå èçëîæåíèå â [Balaji2010]. �

Íåçàâèñèìîñòü îòîáðàæåíèÿ κs îò ïðîèçâîëîâ, âõîäÿùèõ â åãî îïðåäåëåíèå,
ïðåäëàãàåòñÿ óñòàíîâèòü â çàäà÷å 4.3. Ïðèìåíèòü ïðèâåä¼ííóþ òðàíñöåíäåíò-
íóþ êîíñòðóêöèþ ê âû÷èñëåíèþ êîíêðåòíîãî îòîáðàæåíèÿ Êîäàèðû-Ñïåíñåðà
ïðåäëàãàåòñÿ â çàäà÷å 4.4.

Õîòÿ ìû ïîëüçîâàëèñü òðàíñöåíäåíòíûìè ñðåäñòâàìè, à ïðèâåä¼ííóþ êîí-
ñòðóêöèþ îòîáðàæåíèÿ κs íåâîçìîæíî ïðîâåñòè â àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêîì êîí-
òåêñòå, ñàìî ïîíÿòèå èìååò ñìûñë â òîïîëîãèè Çàðèñêîãî. Óïîìÿíåì àëüòåðíà-
òèâíîå îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ κs, ïðèãîäíîå â îáîèõ êîíòåêñòàõ. Äëÿ ýòîãî
âåðí¼ìñÿ ê òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññëîåíèé (F) èç êîíöà ïðåäûäóùåãî
ïîäðàçäåëà, íî çàìåíèì âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ ïó÷êàìè èõ ñå÷åíèé

0 −→ TXO

ι∗−→ TX
∣∣
XO

$∗−→ TOB⊗OXO
−→ 0 (F′)

Ôðàãìåíò ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷íîé êîãîìîëîãè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

−→ TOB
κs−→ H1(XO, T ) −→ . . .

è äà¼ò îòîáðàæåíèå Êîäàèðû-Ñïåíñåðà. Ïðèìåðû, ïîçâîëÿþùèå îñâîèòü ýòó
êîíñòðóêöèþ, ïðåäëàãàþòñÿ â çàäà÷àõ 4.5-4.7.

Ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷àåìûõ àëãåáðàè÷åñêèìè è òðàíñöåíäåíòíûìè ìåòîäà-

ìè, ìîæåò ïîêàçàòüñÿ óäèâèòåëüíûì. Íà ñàìîì äåëå ýòî � ïðîÿâëåíèå îáùåãî ïðèí-

öèïà, ñôîðìóëèðîâàííîãî â èçâåñòíîé ðàáîòå [Serre1956] è çàêðåïèâøåãîñÿ â ïðî-

ôåññèîíàëüíîì ñîîáùåñòâå âìåcòå ñ àááðåâèàòóðîé GAGA (G�eom�etrie Alg�ebrique et

G�eom�etrie Analytique), ïîñòðîåííîé ïî íàçâàíèþ ýòîé ðàáîòû.

Ïðèíöèï GAGA ïîçâîëÿåò èíîãäà ïðè ðàáîòå ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè

íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íå óòî÷íÿòü, êàêàÿ èç äâóõ òîïîëîãèé (Çàðèñêîãî èëè
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êëàññè÷åñêàÿ) èìååòñÿ â âèäó, êîãäà ïðîèçíîñÿòñÿ ñëîâà êàíîíè÷åñêèé êëàññ, ïðî-

ñòðàíñòâî Êîäàèðû-Ñïåíñåðà è ò. ï.

4.1.2. Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ê ïðîñòðàíñòâó ìîäóëåé. Õîòÿ óíèâåð-
ñàëüíîå ñåìåéñòâî êðèâûõ íàä ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé âìåñòå ñ ïðåäñòàâè-
ìîñòüþ ôóíêòîðà ñåìåéñòâ (êðèâûõ äàííîãî ðîäà) � íåñáûòî÷íûå ìå÷òû, îíè

ðåàëèçóþòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê íàêðûòèÿì M̂g. Ïîñêîëüêó ìû ñåé÷àñ îáñóæäàåì
âîïðîñû ëîêàëüíûå, ìîæíî ñ÷èòàòü ìå÷òû ñáûâøèìèñÿ è ðàññìîòðåòü óíèâåð-
ñàëüíîå ñåìåéñòâî

Mg,1

$g

?
Mg

ñî ñëîåì X íàä òî÷êîé [X] ∈ Mg. Òîãäà îòðåçîê òî÷íîé êîãîìîëîãè÷åñêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â êîòîðûé âõîäèò îòîáðàæåíèé Êîäàèðû-Ñïåíñåðà �

· · · −→ T[X]Mg
κs−→ H1(X, T ) −→ . . .

Òåîðåìà. Ýòî îòîáðàæåíèå � èçîìîðôèçì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [Sernesi2006]. �

4.1.3. Äâîéñòâåííîñòü Ñåððà è å¼ ïðèìåíåíèå. Ê ñîæàëåíèþ, â íàøåì
êóðñå, êàê è âî âñåé ìèðîâîé ëèòåðàòóðå, íå ôèêñèðîâàí âûáîð ìåæäó àääè-
òèâíîé è ìóëüòèïëèêàòèâíîé çàïèñÿìè îïåðàöèé íàä ëèíåéíûìè ðàññëîåíèÿìè
è ñîîòâåòñâóþùèìè èì ïó÷êàìè. Òàê, ïó÷îê ñå÷åíèé êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ
(òî åñòü âåêòîðíûõ ïîëåé) ìû òîëüêî ÷òî îáîçíà÷àëè T ; îäíàêî â ñîâðåìåííîé
àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, êàê ýòèò íè ïàðàäîêñàëüíî, ïåðâè÷íûìè îáúåêòà-
ìè ÿâëÿþòñÿ íå êàñàòåëüíûå, à êîêàñàòåëüíûå ðàññëîåíèÿ è ïó÷êè, è ñ íèìè
ñâÿçûâàþòñÿ ñëîâà êàíîíè÷åñêèé êëàññ è îáîçíà÷åíèÿ K èëè KX.

Â îáùåé ôîðìóëèðîâêå äâîéñòâåííîñòè Ñåððà îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ìóëüòè-
ïëèêàòèâíàÿ çàïèñü

Hi(X, E) ∼=
(
Hn−i(X,KX ⊗ E∗)

)∗
(X � n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, E � ïó÷îê ðîñòêîâ ñå÷åíèé âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ,
i = 0, . . . , n) � ñì. [Serre1955], à â ôîðìóëèðîâêå äëÿ êðèâûõ X â ïðåäûäóùåé
÷àñòè êóðñà ìû èñïîëüçîâàëè àääèòèâíóþ

H1(X,LD) ∼=
(
H0(X,LK−D)

)∗
.

Â ñëó÷àå ïó÷êà âåêòîðíûõ ïîëåé T ∼= −K ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ïðåâðàùàåòñÿ â

H1(X, T ) = H1(X,−K) ∼=
(
H0(X, 2K)

)∗
.

Â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ïðîñòðàíñòâî, äâîéñòâåííîå ê ïðîñòðàíñòâó êâàäðàòè÷-
íûõ äèôôåðåíöèàëîâ íà X. Ýëåìåíòû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà äîïóñêàþò ÿñíóþ
ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ, êîòîðóþ ìû îáñóäèì â áëèæàéøèõ ëåêöèÿõ;
ñàìî ïðîñòðàíñòâî íàñòîëüêî âàæíî, ÷òî äëÿ íåãî ââîäèòñÿ ñïåöèàëüíîå îáî-
çíà÷åíèå

Q[X] := H0(X, 2KX)
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ïàðàëëåëüíîå îáîçíà÷åíèþ

Ω1[X] := H0(X,KX)

äëÿ ðåãóëÿðíûõ àáåëåâûõ äèôôåðåíöèàëîâ.

Òåïåðü äâîéñòâåííîñòü Ñåððà äëÿ êðèâûõ îêîí÷àòåëüíî ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

H1(X, T ) ∼= Q[X]∗.

Òàêèì îáðàçîì,

T∗XMg
∼= Q[X]

(êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé èçîìîðôíî ðàññëîåíèþ êâàä-
ðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëîâ).
è èç òåîðåìû Ðèìàíà-Ðîõà ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè g ≥ 2

dim H1(X, T ) = dimQ[X] = dimMg = 3g − 3

ðàäè ÷åãî â îñíîâíîì è çàòåâàëñÿ íàø áåãëûé ýêñêóðñ â íåýëåìåíòàðíóþ ìà-
òåìàòèêó.

Çàìå÷àíèÿ. (1). Ó ïðîñòðàíñòâà êâàäðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëîâ Q[X] åñòü òî
íåñîìíåííîå ïðåèìóùåñòâî ïåðåä ïðîñòðàíñòâîì Êîäàèðû-Ñïåíñåðà H1(X, T ),
÷òî â ïðîñòðàíñòâå êâàäðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëîâ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî
âûäåëèòü áàçèñ. Â ïðèâîäèìûõ çàäà÷àõ ê ýòîé ëåêöèè íà �âû÷èñëåíèÿ� îòîá-
ðàæåíèé Êîäàèðû-Ñïåíñåðà èìåííî îïðåäåëåíèå ðåçóëüòàòîâ ñïàðèâàíèÿ

H1(X, T )× Q[X] −→ k
â âûáðàííîì áàçèñå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ïîëíûì ðåøåíèåì çàäà÷è.

(2) Áîëåå òùàòåëüíûé àíàëèç òî÷íîé êîãîìîëîãè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìîæåò îáúÿñíèòü ââåä¼ííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ 3g − 3. Ïîïðàâêè ïðè g = 0, 1

îáúÿñíÿþòñÿ òåì, ÷òî â òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âõîäÿò ïðîñòðàíñòâà H0(X, T )
ãëîáàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà êðèâîé, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê 0 ïðè g ≥ 2, íî
âíîñÿò âêëàä â âèäå èíôèíèòåçèìàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðè g ≤ 1.

4.2. Îáùèå àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé

4.2.0. Íåïðèâîäèìîñòü. Ñïåöèàëèñòàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî ïðè-
âîäèìîñòü èëè íåïðèâîäèìîñòü ïðîñòðàíñòâà Mg(k) çàâèñèò èñêëþ÷èòåëüíî
îò õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ k.

Â ñëó÷àå char(k) = 0 ìîæíî ñ÷èòàòü k = C, è íåïðèâîäèìîñòü ñëåäóåò èç òðàíñ-
öåíäåíòíûõ ñîîáðàæåíèé (ñì. íèæå). Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî
â õàðàêòåðèñòèêå 0 òàêæå áûëî èçâåñòíî èòàëüÿíñêèì êëàññèêàì, îíî èçëîæåíî
â [EnriquesChisini1918]. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî áûëî ðàñïðîñòðàíåíî íà ñëó÷àé
char(k) = p > 0 â ðàáîòå [Fulton1969], íî ëèøü â ïðåäïîëîæåíèè p > 2g + 1.
Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò, îäíàêî, âåðåí áåçî âñÿêèõ îãðàíè÷åíèé.

Òåîðåìà. Âñå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåéMg(k) íåïðèâîäèìû.

Î äîêàçàòåëüñòâå. Ñì. [DelMum1969]. Ýòà ðàáîòà èñêëþ÷èòåëüíî âàæíà



10

äëÿ îáùåé òåîðèè ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé êðèâûõ. Ïîìèìî îáñóæäàåìîãî ðå-
çóëüòàòà, îíà ñîäåðæèò ïåðâóþ ÷èñòî àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ
ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé, ïðè÷¼ì ñðàçó íàä spec(Z), à òàêæå êîìïàêòèôèêàöèþ

Mg(k).�

Ïðèíöèïèàëüíûé ñìûñë òåîðåìû íåïðèâîäèìîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðîä
� åäèíñòâåííûé äèñêðåòíûé èíâàðèàíò êðèâîé.

Ýòîò ðåçóëüòàò ðåçêî êîíòðàñòèðóåò ñ òåîðèåé ïîâåðõíîñòåé, â êîòîðûõ ïðîñòðàí-

ñòâà ìîäóëåé (äëÿ îñíîâíîãî òèïà) äëÿ äàííîé ïàðû äèñêðåòíûõ èíâàðèàíòîâ îïðå-

äåëåíû è ÿâëÿþòñÿ êâàçèïðîåêòèâíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ([Gieseker1977]) � íî, êàê

ïðàâèëî ïðèâîäèìû, è ñèñòåìà äîïîëíèòåëüíûõ èíâàðèàíòîâ, ðàçäåëÿþùèõ êîìïî-

íåíòû, ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòû íå ïîñòðîåíà.

4.2.1. Ðàöèîíàëüíîñòü. Êàê ìû âèäåëè, ïðè char(k) /∈ {2, 3} ñóùåñòâóåò ïî-
÷òè óíèâåðñàëüíîå ñåìåéñòâî êðèâûõ ðîäà 1:

y2 = x3 +
27

4
· 1728− j

j
(x+ 1)

(ñì. [Ìàìôîðä1969]). Ñðåäè åãî ñëî¼â âñòðå÷àþòñÿ âñå êðèâûå ðîäà 1, êðîìå
äâóõ; ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâîM1 ðàöèîíàëüíî.

Ðàöèîíàëüíîñòü ïðîñòðàíñòâà M2 òàêæå èìååò ìåñòî, íî ýòîò ðåçóëüòàò äà-
ëåêî íå òðèâèàëåí, ñì. [Igusa1960].

Ïðîñòðàíñòâà M3, M4 è M5 òîæå ðàöèîíàëüíû. Ýòî óñòàíîâëåíî ìîñêîâ-
ñêèì ìàòåìàòèêîì Ï.È. Êàöûëî â ðàáîòàõ [Katsylo1996], [Êàöûëî1986] è
[Êàöûëî1991]. Ýòè ðàáîòû íàñòîëüêî ñëîæíû, ÷òî ïîòðåáîâàëè èíòåðïðåòà-
òîðîâ, ñì. [B�ohning2009].

Ðàöèîíàëüíîñòü ïðîñòðàíñòâàM6 óñòàíîâëåíà â ãîðàçäî ëåã÷å ÷èòàåìîé ðà-
áîòå [Shepherd-Barron1989].

Ñóäÿ ïî ñðàâíèòåëüíî ñâåæåé äîñòóïíîé ëèòåðàòóðå, ïðîáëåìà ðàöèîíàëüíî-
ñòè ïðîñòðàíñòâMg ïðè g ≥ 7 îòêðûòà.

4.2.2. Óíèðàöèîíàëüíîñòü. Ìíîãîîáðàçèå V íàçûâàåòñÿ óíèðàöèîíàëüíûì,
åñëè ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíûé äîìèíàíòíûé ìîðôèçì

PN 99K V,

òî åñòü òàêîé, ÷òî îáðàç PN âñþäó ïëîòåí â V. Ðàçóìíî ïðè èñïîëüçîâàíèè
ýòîãî ïîíÿòèÿ îãðàíè÷èâàòüñÿ íåïðèâîäèìûìè V. Ñîãëàñíî 4.2.0, âîïðîñ îá
óíèðàöèîíàëüíîñòè ïðîñòðàíñòâMg ïîñòàâëåí êîððåêòíî.

Èíòóèòèâíûé ñìûñë ýòîé óíèðàöèîíàëüíîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè ïðåäú-
ÿâèòü ñåìåéñòâî êðèâûõ, ðàöèîíàëüíî çàâèñÿùåå îò N ïàðàìåòðîâ, â êîòîðîå
âõîäÿò ïî÷òè âñå (òî åñòü çà èñêëþ÷åíèåì ïîäñåìåéñòâ ïîëîæèòåëüíîé êîðàç-
ìåðíîñòè â Mg) êðèâûå ðîäà g � êàê ïðàâèëî, ïî ìíîãî ðàç, èíà÷å, êàê ìû
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âèäåëè â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå, çàäà÷à ñèëüíî óïðîùàåòñÿ.

Íàøèõ ñâåäåíèé î êðèâûõ ìàëûõ ðîäîâ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óòâåðæäàòü óíè-
ðàöèîíàëüíîñòüMg ïðè g ≤ 4.

Ïàðàìåòðèçàöèÿ P5 99KM2 îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîïîñòàâëåíèåì

(a0 : · · · : a5) 7→ y2 = a0 + a1x+ · · ·+ a5x
5;

èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ èñêëþ÷àþòñÿ íàáîðû êîýôôèöèåíòîâ, çàäàþùèõ ìíî-
ãî÷ëåíû ñ êðàòíûì êîðíåì.

Ïàðàìåòðèçàöèÿ P14 99K M3 ïîêðûâàåò ëèøü êàíîíè÷åñêèå êðèâûå ðîäà 3;
îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî ëèøü äëÿ íàáîðîâ êîýôôèöèåíòîâ, îïðåäåëÿþùèõ
íåîñîáûå ïëîñêèå êâàðòèêè.

Ïàðàìåòðèçàöèÿ P9 × P14 99K M4 ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îãðàíè÷åíèÿìè ñî-
ïîñòàâëÿåò íàáîðàì êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé êâàäðèêè è êóáèêè â P3 ïåðå-
ñå÷åíèå ýòèõ êâàäðèêè è êóáèêè.

***

Ïðÿìàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êàíîíè÷åñêèõ êðèâûõ ñðàáàòûâàåò åù¼ ðîâíî îäèí
ðàç: îáùàÿ êðèâàÿ ðîäà 5 ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì òð¼õ êâàäðèê â P4 (çàäà÷à
4.1), ÷òî äà¼ò ïàðàìåòðèçàöèþ P14×P14×P14 99KM5, íî äëÿ ðîäà 6 ìåõàíèçì
ïåðåñòà¼ò ðàáîòàòü: ñì. ñëåäóþùèé ïîäðàçäåë.

Ïðè 6 ≤ g ≤ 10 óíèðàöèîíàëüíîñòü Mg ìîæíî óñòàíîâèòü ñ ïîìîùüþ äðó-
ãîãî ýëåìåíòàðíîãî ïðè¼ìà, ðåàëèçóÿ ïðîèçâîëüíóþ êðèâóþ â âèäå ïëîñêîé ñ
ïðîñòåéøèìè îñîáåííîñòÿìè; ýòîò ïðè¼ì áûë èçâåñòåí èòàëüÿíñêèì ãåîìåòðàì
â íà÷àëå ÕÕ-ãî âåêà, ñì. [Severi1921]. Â 1970-õ ãîäàõ â ìîñêîâñêîé øêîëå àë-
ãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ñ÷èòàëàñü âåñüìà ïðàâäîïîäîáíîé ãèïîòåçà Ñåâåðè îá
óíèðàöèîíàëüíîñòè âñåõMg.

Ñ ïîìîùüþ âåñüìà èçîùð¼ííûõ ñðåäñòâ â íà÷àëå XXI âåêà óíèðàöèîíàëüíîñòü Mg

áûëà óñòàíîâëåíà ïðè g ≤ 14 ([Verra2005]).

Íî ... ñåíñàöèåé 1980-õ ãîäîâ áûëî ïîÿâëåíèå ðàáîòû [HarrisMumford1982],
â êîòîðîé áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè g ≥ 24 ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé Mg ÿâ-
ëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè îáùåãî òèïà! (ýòî � ñâîéñòâî ãîðàçäî áîëåå ñèëüíîå,
÷åì ïðîñòî íåóíèðàöèîíàëüíîñòü).

4.2.3. Òåîðåìà Ïåòðè5. Îíà êàñàåòñÿ îäíîãî òèïè÷íîãî ñâîéñòâà êàíîíè-
÷åñêèõ êðèâûõ. Ñôîðìóëèðóåì åãî, ïåðå÷èñëèâ èñêëþ÷åíèÿ:

• ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå è òðèãîíàëüíûå êðèâûå;
• ïëîñêèå êâàðòèêè è êâèíòèêè.

5Ýòà òåîðåìà íàçûâàåòñÿ òàêæå òåîðåìîé Í¼òåðà-Ýíðèêâåñà-Ïåòðè è íåñêîëüêèìè äðó-
ãèìè ñïîñîáàìè. Ìû íå ïðåòåíäóåì íà èñòîðè÷åñêóþ ñïðàâåäëèâîñòü è âûáèðàåì äëÿ íàçâà-
íèÿ òåîðåìû ñàìûé êðàòêèé âàðèàíò.
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Êàê èçâåñòíî, âñå íåãèïåðåýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå êàíîíè÷íû, òàê ÷òî â íåèñ-
êëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ ìû ìîæåì îòîæäåñòâèòü êðèâóþ ñ å¼ êàíîíè÷åñêîé
ìîäåëüþ.

Òåîðåìà. Ëþáàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ìîäåëü íåèñêëþ÷èòåëüíîé (â óêàçàííîì ñìûñ-
ëå) êðèâîé ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì êâàäðèê.

Î äîêàçàòåëüñòâå. Ñì. îðèãèíàëüíûå ðàáîòû [Enriques1919], [Petri1922] è
ñîâðåìåííûå èçëîæåíèÿ â [Øîêóðîâ1971], [Saint-Donat1973]. �

Òåîðåìà Ïåòðè ìîæåò ñîçäàòü ëîæíîå âïå÷àòëåíèå î òîì, ÷òî îáùóþ êðèâóþ
ìîæíî çàäàòü ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé � â ñàìîì äåëå, ñèñòå-
ìû êâàäðàòè÷íûõ óðàâíåíèé � áëèæàéøèå ñîñåäè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Íî äàæå â ðàìêàõ ýòîé ãðóáîé àíàëîãèè ìîæíî ïûòàòüñÿ ïîíÿòü, â ÷¼ì ñëîæ-
íîñòü ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû Ïåòðè � è, â ÷àñòíîñòè, ïî÷åìó èç íå¼ íå
ñëåäóåò óíèðàöèîíàëüíîñòü âñåõ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé (ïî÷åìó áû íå ïàðà-
ìåòðèçîâàòü êàíîíè÷åñêèå êðèâûå íàáîðàìè êîýôôèöèåíòîâ ïåðåñåêàþùèõñÿ
êâàäðèê?)

Ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé � ïðîñòîé ïðåäìåò, åñëè çàäàâàåìûå èìè
ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ìîæíî îáñóäèòü
ñèòóàöèþ, êîãäà ïðÿìàÿ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäà¼òñÿ ïåðåñå÷åíèåì ãè-
ïåðïëîñêîñòåé. Åñëè ýòèõ ãèïåðïëîñêîñòåé n−1 è ìû çíàåì, ÷òî îíè ïåðåñåêà-
þòñÿ èìåííî ïî ïðÿìîé, òî íàì ãàðàíòèðîâàíà òðàíñâåðñàëüíîñòü èõ ïåðåñå÷å-
íèÿ è äëÿ îïèñàíèÿ ïðÿìîé äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ôîðìóëû ëèíåéíîé àëãåáðû.
Íî åñëè ãèïåðïëîñêîñòåé ñóùåñòâåííî áîëüøå è îíè çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ, òî
ìû èìååì äåëî ñ ñèòóàöèåé î÷åíü ÍÅîáùåãî ïîëîæåíèÿ; ìîæíî ïåðåôîðìó-
ëèðîâàòü å¼ êàê ïðîáëåìó ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû N ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ
n íåèçâåñòíûìè ïðè N >> n (èëè, â êîîðäèíàòàõ, îá îãðàíè÷åííîñòè ðàíãà
îãðîìíûõ ìàòðèö).

Ñèòóàöèÿ ñ êàíîíè÷åñêèìè êðèâûìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ïåðåñå÷åíèÿìè êâàäðèê,
èìåííî òàêîâà, òîëüêî äîáàâëÿþòñÿ ñïåöèôè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, îòëè÷àþùèå êâàä-
ðàòè÷íûå óðàâíåíèÿ îò ëèíåéíûõ.

Îòêóäà ìû çíàåì, ÷òî ïåðåñå÷åíèÿ êâàäðèê, ñîäåðæàùèõ êàíîíè÷åñêèå êðè-
âûå, äàëåêè îò îáùèõ? Ðàññìîòðèì óïîìÿíóòûé âûøå ñëó÷àé g = 6. Êàíî-
íè÷åñêàÿ êðèâàÿ â P5 èìååò ñòåïåíü 2g − 2 = 10, òîãäà êàê ñòåïåíü îáùåãî
ïåðåñå÷åíèÿ ÷åòûð¼õ êâàäðèê ðàâíà 2g−2 = 16! Êàê ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè?

Î÷åâèäíî, åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ÷åòûð¼õ
êâàäðèê âåñüìà ïðèâîäèìî, è, ïîìèìî êàíîíè÷åñêîé êðèâîé ðîäà 6 ñîäåðæèò
êàêèå-òî äðóãèå êîìïîíåíòû. Âðÿä ëè ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà óìååò èõ ýô-
ôåêòèâíî îïèñûâàòü.

Ñ ðîñòîì g ïðîáëåìà óñóãóáëÿåòñÿ, ïîñêîëüêó ñòåïåíü ïåðåñå÷åíèÿ òðåáóåìî-
ãî êîëè÷åñòâà êâàäðèê çàâèñèò îò g ýêñïîíåíöèàëüíî, à ñòåïåíü êàíîíè÷åñêîé
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êðèâîé � ëèíåéíî.

Îáùèé âûâîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî �ïðîñòûå� òåîðåìû î êðèâûõ (ïåðåñå-
÷åíèÿ êâàäðèê, ïëîñêèå êðèâûå ñ ïðîñòåéøèìè îñîáåííîñòÿìè) ñâÿçàíû ñ âû-
ðîæäåíèÿìè êðèâûõ ñóùåñòâåííî áîëüøåãî ðîäà. Ýòî ìîòèâèðóåò êîìïàêòè-
ôèêàöèè ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé è "ñêëåèâàíèå"êîíå÷íûõMg â (ïîêà â îñíîâíîì
ãèïîòåòè÷åñêîå)M∞.
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