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Â ýòîé ëåêöèè ìû ðàáîòàåì èñêëþ÷èòåëüíî íàä k = C.

5.0. Àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå è ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè

5.0.0. Äâå òîïîëîãèè, äâà ïó÷êà. Íàì ïðåäñòîèò ðàáîòàòü ñî ñðàâíèòåëüíî
áëèçêèìè ïîíÿòèÿìè: àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ è ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü. Ïðè-
äåðæèâàÿñü áóðáàêèñòñêèõ ïðèíöèïîâ ([Áóðáàêè1959]), ñîãëàñíî êîòîðûì
(óñòîÿâøàÿñÿ) ìàòåìàòèêà èçó÷àåò ìíîæåñòâà ñî ñòðóêòóðàìè, ìû ïðèíè-
ìàåì ðåøåíèå ðàññìàòðèâàòü íàøè ñòðóêòóðû íà îäíèì è òîì æå ìíîæåñòâå.

Òî÷íåå, ìû áóäåì ðàáîòàòü ñî ìíîæåñòâîì X, íàçûâàÿ åãî òî àëãåáðàè÷åñêîé
êðèâîé, òî ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ; íà í¼ì áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ äâå òîïî-
ëîãèè

OPalg(X) ⊂ OPan(X),

ãäå ìíîæåñòâî îòêðûòûõ ïî Çàðèñêîìó ìíîæåñòâ (ïóñòîå è äîïîëíåíèÿ ê êî-
íå÷íûì) âêëàäûâàþòñÿ â ìíîæåñòâî îáû÷íûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ñâÿçíîé
êîìïàêòíîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè. Îáà ìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê
ìàëûå êàòåãîðèè ñ ìîðôèçìàìè-âêë÷åíèÿìè.

Êàæäîé èç ýòèõ òîïîëîãèé ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíûé ïó÷îê; èíà÷å ãîâî-
ðÿ, èìååì äâà êîôóíêòîðà

Oalg
X : OPalg(X) −→−→ C-ALG
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è

Oalg
X : OPan(X) −→−→ C-ALG,

ñîïîñòàâëÿþùèõ êàæäîìó îòêðûòîìó ìíîæåñòâó íà X àëãåáðó ðåãóëÿðíûõ
(äëÿ êàæäîãî ïó÷êà â ñâî¼ì ñìûñëå) ôóíêöèé íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Êîíñòðóêöèè ìîãóò ïîêàçàòüñÿ âåñüìà íåïîõîæèìè äðóã íà äðóãà. Òàê, îä-
íà òîïîëîãèÿ êëàññè÷íà è ïðèâû÷íà, à äðóãàÿ íåõàóñäîðôîâà, â êîòîðîé âñå
îòêðûòûå ìíîæåñòâà âñþäó ïëîòíû. C-àëãåáðû, ôèãóðèðóþùèå â àëãåáðàè÷å-
ñêîì ïó÷êå, êîíå÷íî ïîðîæäåíû è, êàê ïðàâèëî, ðàçëè÷íû (èçîìîðôíû èõ ïîëÿ
÷àñòíûõ), à â àíàëèòè÷åñêîì ýòî (çà íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì èñêëþ÷åíèé) ïî
òåîðåìå Ðèìàíà î êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè � àëãåáðû, èçîìîðôíûå àëãåáðå
ñõîäÿùèõñÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ â åäèíè÷íîì êðóãå.

Òåì íå ìåíåå, îáúåêòû, ñâÿçàííûå ñ îáîèìè ïîäõîäàìè, âåñüìà áëèçêè. Íà-
ïðèìåð, åñòåñòâåííû áûëè áû î÷åâèäíûå îáîçíà÷åíèÿ H1(X,O+)alg è H1(X,O+)an

� íî ìû èìè ïîëüçîâàòüñÿ íå áóäåì, ïîñêîëüêó ýòè ãðóïïû êàíîíè÷åñêè èçî-
ìîðôíû, òàê ÷òî ìû ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèå H1(X,O+) çà îáîèìè. Ïðèâåä¼ííûé
ïðèìåð � ÷àñòíûé ñëó÷àé îáùåãî ïðèíöèïà GAGA ([Serre1956]).

Â äàëüíåéøåì, åñëè íàì áóäåò íóæíî ïîä÷åðêíóòü îäíó èç äâóõ òî÷åê çðå-
íèÿ íà íàøó êðèâóþ/ïîâåðõíîñòü X, ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè
Xalg è Xan.

5.0.1. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ Ðèìàíà. Î÷åâèäíûì îáðàçîì êîìïëåêñíàÿ
àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè � ñì.
[Øàôàðåâè÷2007]. Íàéòè àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íà ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè íåñêîëüêî òðóäíåå. Âïðî÷åì, èñïîëüçîâàíèå äîñòàòî÷íî ïðîäâè-
íóòîé òåõíèêè ïîçâîëÿåò îáîñíîâàòü òàêóþ âîçìîæíîñòü äîâîëüíî êðàòêî.

Ðàññìîòðèì íà Xan êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ O −→M −→ M
O
−→ 0, (5.0.1a)

ãäå O � ïó÷îê ðîñòêîâ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé,M � ïó÷îê ðîñòêîâ ìåðîìîðô-
íûõ. Ôàêòîð-ïó÷îê MO íàçûâàåòñÿ ïó÷êîì ãëàâíûõ ÷àñòåé è äîïóñêàåò ñëå-
äóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ: â äîñòàòî÷íî ìàëîé êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè ñ ëî-
êàëüíûì ïàðàìåòðîì z ëþáàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì
Ëîðàíà a−kz

−k + . . . a−1z
−1 + a0 + a1z + . . . , è ãëàâíàÿ ÷àñòü òàêîé ôóíêöèè

� êîíå÷íûé îòðåçîê ýòîãî ðÿäà

k∑
j=1

ak
zk
.

(Àääèòèâíàÿ) ïðîáëåìà Êóçåíà â íàøåé ñèòóàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè íà
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè ñ çàäàííûìè ãëàâíûìè ÷àñòÿ-
ìè; îòðåçîê òî÷íîé êîãîìîëîãè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé
êîðîòêîé (5.0.1a),

... −→ H0(Xan,M) −→ H0

(
Xan,

M
O

)
−→ H1(Xan,O) −→ ... (5.0.1b)
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ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåïÿòñòâèå ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû Êóçåíà ëåæèò â ãðóïïå
H1(X,O). Åñëè îòêóäà-òî çíàòü1, ÷òî íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè X ðîäà g

dim H1(X,O) = g,

è îãðàíè÷èòüñÿ ãëàâíûìè ÷àñòÿìè âèäà 1
z1
, . . . , 1

zn
â òî÷êàõ P1, . . . , Pn ∈ X, òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (5.0.1b) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîáëåìà Êóçåíà ðàçðåøèìà ïðè
n > g, òî åñòü

íà X ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñ ïðîñòûìè ïîëþñàìè (òîëüêî) â
n ïðîèçâîëüíûõ òî÷êàõ, åñëè n > g.

Çàìå÷àíèå. Íà Xalg ìû ýòî çíàåì èç òåîðåìû Ðèìàíà-Ðîõà.

Ïîä òåîðåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ Ðèìàíà ïîíèìàþòñÿ íåñêîëüêî ðàçíûõ óòâåð-
æäåíèé � ñì. îáçîð â [Harbater2015]. Èõ ñáëèæàåò îáùèé ïðèíöèï, êîòîðûé
ìû ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî òóìàííî:

Â ðàçìåðíîñòè 1 âñ¼ êîìïàêòíîå êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêîå àëãåáðàè÷íî. (F)

Ïåðåéä¼ì ê òî÷íûì èíòåðïðåòàöèÿì ýòîãî ïðèíöèïà.

Òåîðåìà. Ïîëå M(X) ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïî-
âåðõíîñòè X ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîïîðîæä¼ííûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ C ñòåïåíè
òðàíñöåíäåíòíîñòè 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî degtrCM(X) ≥ 1 óñòàíîâëåíî âûøå (ïðîáëåìà
Êóçåíà). Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ðàâåíñòâà degtrCM(X) = 1 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî ëþáûå äâå ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè x, y ∈M(X) àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû.

Âûáåðåì äâå òàêèå ôóíêöèè è ðàññìîòðèì ìåðîìîðôíîå îòîáðàæåíèå

x× y : X 99K C× C.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x íåïîñòîÿííà (èíà÷å óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî) è âûáåðåì
íåêðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå x0 ∈ C � ýòî çíà÷èò, ÷òî x0 = x(P ), ãäå P ∈ X (ñàìî
ñîáîé!) íå ïîëþñ x è dx

∣∣
P
6= 0.

Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè U := {z ∈ C | |z − x0| < ε} ïðîîáðàç
x−1◦(U) ⊂ C � íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òîïîëîãè÷åñêèõ
äèñêîâ

x−1◦(U) = V1

∐
· · ·
∐

Vn,

îãðàíè÷åíèå x íà êàæäûé èç êîòîðûõ � ãîìåîìîðôèçì.

1êëàññè÷åñêèé ó÷åáíèê ïî ðèìàíîâûì ïîâåðõíîñòÿì, ñîäåðæàùèé "ôèçè÷å-
ñêèå"èíòåðïðåòàöèè îáúåêòîâ � [Ñïðèíãåð1960]
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Îáîçíà÷èì îáðàòíûå áèãîëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ

yi : U −→ Vi

è çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà

(y − y1) . . . (y − yn) =: yn + a1y
n−1 + · · ·+ an

� ìåðîìîðôíûå (è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàöèîíàëüíûå) ôóíêöèè îò x. Ïîñëåäíåå
ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ íà x−1◦(U) � íî, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ÒÔÊÏ, è íà
âñ¼ì X.

Îñòà¼òñÿ óñòàíîâèòü êîíå÷íîïîðîæä¼ííîñòü ðàñøèðåíèÿM(X) ⊃ C

Íàìè óñòàíîâëåíà öåïî÷êà ðàñøèðåíèé

M(X) ⊇ C(x, y) ⊇ C(x).

Çäåñü [C(x, y) : C(x)] = n, íî íàäî ïðèçíàòüñÿ, ÷òî ïðèâåä¼ííûé ðèñóíîê èìååò
áóêâàëüíûé ñìûñë ëèøü ïðè M(X) = C(x, y). Â ñëó÷àå ðîäà >1 ýòî ïðåä-
ïîëîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ �îáùèõ� X, x, y (èç îáùåé êðèâîé ðîäà >1 íåò
íåòðèâèàëüíûõ ìîðôèçìîâ íà êðèâûå ïîëîæèòåëüíîãî ðîäà), íî â ñïåöèàëü-
íûõ ñëó÷àÿõ âîçìîæíû íåòðèâèàëüíûå ðàñøèðåíèÿ M(X) ⊃ C(x, y), è íàäî
óñòàíîâèòü èõ êîíå÷íîñòü. Ñëó÷àè ðàöèîíàëüíûõ è ýëëèïòè÷åñêèõ X ìîæíî
ðàññìîòðåòü îòäåëüíî, à äëÿ áîëüøèõ ðîäîâ ìîæíî ëèáî ó÷åñòü êîíå÷íîñòü âîç-
ìîæíîñòåé ïðîìåæóòî÷íûõ íàêðûòèé, ðàññìàòðèâàÿ èõ ðîäû, ëèáî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ òåîðåìîé î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå.�

Ñëåäñòâèå. Êàòåãîðèè ïîëíûõ ñâÿçíûõ ãëàäêèõ êîìïëåêñíûõ êðèâûõ CRV/C
è êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé RIEMSURF ýêâèâàëåíòíû.

Çàìå÷àíèå. È îäíîìåðíîñòü, è êîìïàêòíîñòü, âõîäÿùèå â ôîðìóëèðîâêó ïðèí-

öèïà (F), ñóùåñòâåííû. Îáùèå êîìïàêòíûå òîðû C2

Λ (ãäå Λ ðåø¼òêà) íåàëãåá-
ðàè÷íû. Íà ïðîêîëîòîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè åñòü ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè ñ
ñóùåñòâåííûìè îñîáåííîñòÿìè â ïðîêîëàõ.

Ïðèâåä¼ííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿò íàì îòîæäåñòâëÿòü óæå îñâîåííûå ìíîæåñòâà
Mg(C) ñ ìíîæåñòâàìè (â î÷åâèäíûõ îáîçíà÷åíèÿõ)

RIEMSURFg
'

.
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Íî ñòðóêòóðû íà ýòèõ íîâûõ ìíîæåñòâàõ íàì âñòðåòÿòñÿ ðàçíûå. Òî æå êàñà-

åòñÿ ìíîæåñòâMg,N (C), M̂g(C) èMg(C).

5.1. Óíèôîðìèçàöèÿ

Ýòîò ðàçäåë ëèø¼í ñîäåðæàíèÿ ïðè g = 0. Ìû îïóñòèì òàêæå ñîäåðæàòåëü-
íûé ñëó÷àé g = 1, òùàòåëüíî îñâåù¼ííûé â îãðîìíîì êîëè÷åñòâå èñòî÷íèêîâ,
íàïðèìåð, â [ÃóðâèöÊóðàíò1968].

5.1.0. Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûìè
ïîíÿòèÿìè (ñì., íàïðèìåð, [Õàò÷åð2011]), ñëåãêà àäàïòèðîâàííûìè äëÿ íà-
øèõ íóæä.

Îáîçíà÷èì

T OP• := {{(X, ∗) | X ∈∈ T OP, ∗ ∈ X}}
êàòåãîðèþ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé, èëè ïóíêòèðî-
âàííûõ ïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåë¼í ôóíêòîð

π1 : T OP• −→−→ GRP : (X, ∗) 7→7→ π1(X, ∗),

ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîìó ïóíêòèðîâàííîìó ïðîñòðàíñòâó ãðóïïó ãîìîòîïè-
÷åñêèõ êëàññîâ ïåòåëü ñ íà÷àëîì è êîíöîì â îòìå÷åííîé òî÷êå.

Íåîáõîäèìîñòü ôèêñèðîâàòü è îáîçíà÷àòü îòìå÷åííûå òî÷êè, à çàòåì ñëåäèòü
çà íèìè ïðè îáîçíà÷åíèÿõ � íåïðèÿòíîå îñëîæíåíèå, ñîïðîâîæäàþùåå ïðè-
âåä¼ííîå ïðÿìîëèíåéíîå îïðåäåëåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû2. ×òîáû èç-
áàâèòüñÿ îò ýòîãî îñëîæíåíèÿ, ââåä¼ì êàòåãîðèþ, îáùåïðèíÿòîãî íàçâàíèÿ è
îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êîòîðîé, âèäèìî, íå ñóùåñòâóåò � ãðóïï è êëàññîâ ñîïðÿæ¼í-
íîñòè èõ ìîðôèçìîâ. Ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ýòîé êàòåãîðèåé òîëüêî â íàñòîÿ-
ùåé ëåêöèè è îñîáî èçîùð¼ííûõ îáîçíà÷åíèé âûðàáàòûâàòü íå áóäåì.

GRP := {{G | G ∈∈ GRP}}

(òî åñòü îáúåêòû ýòîé êàòåãîðèè � ïðîñòî ãðóïïû).

Äëÿ ëþáûõ G,H ∈ GRP íà ìíîæåñòâå ìîðôèçìîâ MorGRP(G,H) äåéñòâóåò
ãðóïïà G×H: äëÿ äëÿ ýëåìåíòîâ g ∈ G, h ∈ H è ìîðôèçìà f : G→ H

(g, h) · f : x 7→ hf(g−1xg)h−1

Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü

MorGRP(G,H) :=
MorGRP(G,H)

G×H

2Äîâîëüíî ðàñïðîñòðàí¼ííûé ñïîñîá ïðåîäîëåòü ýòî ðàññóæäåíèå � ïåðåõîä ê ôóíäàìåí-
òàëüíûì ãðóïïîèäàì � ñì. [Brown1968]. Ìû ýòîò ïîäõîä ðàçâèâàòü íå áóäåì
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è íàçâàòü G×H-ýêâèâàëåíòíûå ìîðôèçìû ãðóïï G→ H ñîïðÿæ¼ííûìè.

Îïðåäåë¼í òîæäåñòâåííûé íà îáúåêòàõ ïîëíûé3 ôóíêòîð

conj.class : GRP −→−→ GRP,

ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîìó ìîðôèçìó ãðóïï êëàññ åãî ñîïðÿæ¼ííîñòè.

Äàëüíåéøèå êîíñòðóêöèè èìåþò ñìûñë ëèøü äëÿ äîñòàòî÷íî õîðîøèõ òî-
ïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Îáîçíà÷èì

T OP•[path.conn] è T OP[path.conn]

ïîëíûå ïîäêàòåãîðèè ëèíåéíî ñâÿçíûõ ïóíêòèðîâàííûõ è îáû÷íûõ òîïîëîãè-
÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Òåîðåìà. Îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà ôóíêòîðîâ

T OP•[path.conn]

T OP[path.conn]

?

?

forget

- -
π1 GRP

?

?

conj.class

- - GRP
π1

â êîòîðîé ôóíêòîð forget çàáûâàåò îòâå÷åííóþ òî÷êó, à ôóíêòîð π1 ñî-
ïîñòàâëÿåò ëèíåéíî ñâÿçíîìó òîïîëîãè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó X ôóíäàìåí-
òàëüíóþ ãðóïïó π1(X, ∗), ïîñòðîåííóþ ïî òî÷êå ∗ ∈ X, âûáðàííîé ïðîèçâîëü-
íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåñòè â çàäà÷å 5.2. �

5.1.1. Ïîäãðóïïû ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû è íàêðûòèÿ. Äàëåå ìû áó-
äåì ðàáîòàòü íå òîëüêî ñ ëèíåéíî ñâÿçíûìè, íî è ñ ëîêàëüíî ñâÿçíûìè è ñ ëî-
êàëüíî îäíîñâÿçíûìè òîïîëîãè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè. Íå âäàâàÿñü â äåòàëè
(ñì. [Õàò÷åð2011]), áóäåì íàçûâàòü òàêèå ïðîñòðàíñòâà äîñòàòî÷íî õîðîøè-
ìè; äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî çíàòü, ÷òî âñå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà
äîñòàòî÷íî õîðîøè.

×òîáû íå çàãðîìîæäàòü ÿçûê, ìû íå áóäåì ââîäèòü íîâûõ îáîçíà÷åíèé äëÿ
êàòåãîðèé è îãðàíè÷èìñÿ èõ ñëîâåñíûìè óïîìèíàíèÿìè.

Îïðåäåëåíèå. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå (äîñòàòî÷íî õîðîøèõ) òîïîëîãè÷å-
ñêèõ ïðîñòðàíñòâ f : Y → X íàçûâàåòñÿ4 íàêðûòèåì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå
äèñêðåòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Z, ÷òî ó ëþáîé òî÷êè P ∈ X íàéä¼òñÿ

3òî åñòü ñþðúåêòèâíûé íà ìíîæåñòâå ìîðôèçìîâ
4ìû áóäåì îïóñêàòü ñëîâî íåðàçâåòâë¼ííûì
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îêðåñòíîñòü U 3 P , äëÿ êîòîðîé

f−1◦(U) ' U× Z.

Òåîðåìà. (à) Åñëè f : Y → X � íàêðûòèå, òî èíäóöèðîâàííûé êëàññ ñîïðÿ-
æ¼ííîñòè ìîðôèçìîâ ãðóïï

f∗ : π1(Y) −→ π1(X)

ñîñòîèò èç ìîíîìîðôèçìîâ.

(á) Åñëè ïðè ýòîì èìååò ìåñòî íîðìàëüíîñòü ïîäãðóïïû

f∗
(
π1(Y)

)
/ π1(X),

(â ýòîì ñëó÷àå èñ÷åçàåò íåîáõîäèìîñòü ãîâîðèòü î êëàññàõ ñîïðÿæ¼ííîñòè ãðóïï
è ìîðôèçìîâ)òî îïðåäåëåíî åñòåñòâåííîå ñâîáîäíîå äåéñòâèå ôàêòîð-ãðóïïû

Γ :=
π1(X)

f∗
(
π1(Y)

)
íà ïðîñòðàíñòâå Y, è èìååò ìåñòî åñòåñòâåííûé ãîìåîìîðôèçì

X ∼=
Y

Γ
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â íåñêîëüêî äðóãèõ òåðìèíàõ ñðàâíèòåëüíî îáùåèçâåñòíî,
ñì. [Õàò÷åð2011]. �

Ñëåäñòâèå. Êëàññû (î÷åâèäíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåìîé) èçîìîðôíîñòè íà-
êðûòèé äîñòàòî÷íî õîðîøåãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàõîäÿòñÿ â
åñòåñòâåííîì âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññàìè ñîïðÿæ¼ííî-
ñòè ïîäãðóïï åãî ôóíäàìåíòàëüíî ãðóïïû.

5.1.2. Óíèâåðñàëüíûå íàêðûâàþùèå. Ïðèìåíèâ òîëüêî ÷òî ñôîðìóëèðî-
âàííîå ñëåäñòâèå ê îäíîìó èç åãî êðàéíèõ ñëó÷àåâ, ê åäèíè÷íîé ïîäãðóïïå
ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âàæíûé è íåòðèâèàëüíûé ðå-
çóëüòàò:

Ëþáîå äîñòàòî÷íî õîðîøåå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîX ãîìåîìîðôíî ôàê-
òîðó íåêîòîðîãî îäíîñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà ïî ñâîáîäíîìó äåéñòâèþ ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(X).
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Ýòî îäíîñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî è íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé ïðî-

ñòðàíñòâà X è îáîçíà÷àåòñÿ X̃. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäå-
ëà, îíî ñíàáæåíî ñâîáîäíûì äåéñòâèåì äåéñòâèåì ãðóïïû π1(X) è ãîìåîìîð-
ôèçìîì

X ' X̃

π1(X)
(5.1.2a)

(Ìû íå îáñóæäàåì ôóíêòîðèàëüíûõ ñâîéñòâ îïåðàöèè X 7→7→ X̃ ïåðåõîäà ê
óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé, ïîñêîëüêó ýòî ïîòðåáîâàëî áû ó÷¼òà îòìå÷åííûõ
òî÷åê, îò ÷åãî ìû îòêàçàëèñü. Àêêóðàòíûå ôîðìóëèðîâêè òðåáóþò îãîâîðîê ñ
òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ...).

Ðàçëè÷íûå ñòðóêòóðû íà ïðîñòðàíñòâàõ è èõ óíèâåðñàëüíûõ íàêðûâàþùèõ
ïåðåäàþòñÿ â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ. Èç íèõ íàñ áîëüøå âñåãî èíòåðåñóåò êîì-
ïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà. Â êîìïëåêñíîé ðàçìåðíîñòè 1 èçîìîðôèçì (5.1.2a) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñîâåðøåííî óíèêàëüíîå ÿâëåíèå.

Â á�îëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ èçîìîðôèçì (5.1.2a) íå èìååò ñåðü¼çíûõ ïðèëîæåíèé
ê êëàññèôèêàöèè êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, ïîñêîëüêó êëàññ
îäíîñâÿçíûõ ìíîãîîáðàçèé ñîâåðøåííî íåîáîçðèì � ñì, íàïðèìåð, [Øàáàò1977].
Â îäíîìåðíîé æå òåîðèè ïî òåîðåìå Ðèìàíà î êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèÿõ
(ñì. [Õîâàíñêèé2007]) âñåãî òðè îäíîñâÿçíûõ ìíîãîîáðàçèÿ � ðèìàíîâà ñôå-
ðà P1(C), êîìïëåêñíàÿ �ïðÿìàÿ� C è (ãëàâíîå) âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü

H := {τ ∈ C | Im(τ) > 0}
ìîãóò ñëóæèòü óíèâåðñàëüíûìè íàêðûâàþùèìè ÂÑÅÕ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíî-
ñòåé.

Ïðè ýòîì â äâóõ ñëó÷àÿõ èç òð¼õ äèñêðåòíûå ñâîáîäíî äåéñòâóþùèå ãðóïïû
ïðåîáðàçîâàíèé ëåãêî ïåðå÷èñëÿþòñÿ. Ñôåðà P1(C) óíèâåðñàëüíî íàêðûâàåò
òîëüêî ñåáÿ, �ïðÿìàÿ� C � òîëüêî ñåáÿ, ïðîêîëîòóþ ñåáÿ è òîðû (ïîñëåäíèé
ñëó÷àé ñîäåðæàòåëåí, íî ìû ðåøèëè åãî ïðîïóñòèòü). Îñòàëüíûå ñëó÷àè íàçû-
âàþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè5, è èìåííî ê íèì, òî åñòü ê èçó÷åíèþ ôàêòîðîâ

H
Γ

âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïî ñâîáîäíî äåéñòâóþùèì ãðóïïàì áèãîëîìîðôíûõ àâ-
òîìîðôèçìîâ, îòíîñèòñÿ îñíîâíàÿ ÷àñòü òåîðèè ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé.

Ãðóïïà âñåõ áèãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè � ýòî

AutH ' PSL2(R),

ýëåìåíòû êîòîðîé ±
(

a b
c d

)
äåéñòâóþò íà âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè äðîáíî-ëèíåéíûìè

ïðåîáðàçîâàíèÿìè

τ 7→ aτ + b

cτ + d
.

5Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ãèïåðáîëè÷íîñòè îäíîìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ X �
íåêîììóòàòèâíîñòü ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(X). Îíî æå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, åñëè

èñêëþ÷èòü êîëüöà è ïðîêîëîòûå äèñêè.
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Äåéñòâèå áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê â òåðìèíàõ ãðóïïû PSL2(R) îïðåäåëÿåòñÿ
î÷åíü ïðîñòî: ýëåìåíò γ = ±

(
a b
c d

)
íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì, åñëè6 âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (trγ)2 < 4. Ïîäãðóïïà ãðóïïû PSL2(R) äåéñòâóåò íà H
ñâîáîäíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå ñîäåðæèò ýëëèïòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ �
äîêàçàòü ýòî ïðåäëàãàåòñÿ â çàäà÷å 5.3.

Ïîäâåä¼ì èòîã. Îí ñîäåðæèò ïîòåíöèàë êëàññèôèêàöèè íåîáîçðèìîãî êëàññà
îáúåêòîâ, íàìíîãî ïðåâîñõîäÿùåãî êëàññ èíòåðåñóþùèõ íàñ, è ìû â äàëüíåé-
øåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ëèøü åãî íåáîëüøóþ ÷àñòü.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêîãî îäíîìåð-
íîãî ìíîãîîáðàçèÿ X íàéä¼òñÿ òàêàÿ äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà Γ ⊂ PSL2(R) áåç
ýëëèïòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, ÷òî Γ ' π1(X) è

X ' H

Γ
.

5.1.3. Íîðìàëèçàòîðû è àâòîìîðôèçìû. Íàïîìíèì, ÷òî íîðìàëèçàòîð
ïîäãðóïïû H ⊂ G � ýòî

NGH := {g ∈ G | gH = Hg}.
Î÷åâèäíî, NGH ⊆ G � ïîäãðóïïà è H /NGH.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü Γ ⊂ PSL2(R) � äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà áåç ýëëèïòè-
÷åñêèõ ýëåìåíòîâ. Òîãäà îïðåäåë¼í ìîðôèçì ôàêòîð-ãðóïïû

NPSL2(R)Γ

Γ
−→ Aut

(
H
Γ

)
,

çàäàþùèé äåéñòâèå íîðìàëèçàòîðà ïî ôîðìóëå

[α]Γ · [τ ]Γ := [α · τ ]Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà �.

Ýòî ïðåäëîæåíèå � îäèí èç íåìíîãèõ ñïîñîáîâ èäåíòèôèöèðîâàòü êîìïàêòíûå
ôàêòîðû âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïî äèñêðåòíûì ãðóïïàì (íåêîòîðûå àëãåá-
ðàè÷åñêèå êðèâûå ðîäà >1 îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî ñâîèì ãðóïïàì
àâòîìîðôèçìîâ). Ïðèìåðû âñêîðå áóäóò ïðèâåäåíû.

Â çàäà÷àõ 5.4 è 5.5 ðàçáèðàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíîå, íåàëãåáðàè÷åñêîå ÿâëåíèå:
ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àè ôàêòîðîâ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ñ íåïðåðûâíûìè
ãðóïïàìè àâòîìîðôèçìîâ.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ òîëüêî àëãåáðàè÷åñêèìè ôàêòîðàìè âåðõ-
íåé ïîëóïëîñêîñòè. Äëÿ èõ âûäåëåíèÿ ïîëåçíîé îêàæåòñÿ PSL2 -èíâàðèàíòíàÿ
ìåòðèêà

− dτdτ

(τ − τ)2

6ýëåìåíòû ãðóïïû PSL2(R) êàê ìàòðèöû îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ î çíàêà, ïîýòîìó èõ
ñëåäû íå îïðåäåëåíû, à êâàäðàòû ñëåäîâ � îïðåäåëåíû.
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è àññîöèèðîâàííàÿ ñ íåé ôîðìà ïëîùàäè. Ðåêîìåíäóåòñÿ çàäà÷à 5.6.

5.2. Ïðîñòðàíñòâî Òàéõìþëëåðà
5.2.0. Representation varieties7. Ïóñòü Γ � êîíå÷íîïîðîæä¼ííàÿ ãðóïïà. Ñ
íåé, î÷åâèäíî, ñâÿçàíî âåùåñòâåííîå àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå

repΓ := MorGRP ⊆ PSL2(R)n,

ãäå n � êîëè÷åñòâî îáðàçóþùèõ â Γ, à óðàâíåíèÿ îòðàæàþò ñîîòíîøåíèÿ (ðà-
çóìååòñÿ, âìåñòî PSL2(R) ìîæåò ôèãóðèðîâàòü ëþáàÿ ãðóïïà Ëè).

Ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 5.1.2 ïîáóæäàþò äëÿ êàæäîé ãðóïïû Γ, êîòîðàÿ ìîæåò
ñâîáîäíî äåéñòâîâàòü â H, ââåñòè ìíîæåñòâî8

TΓ :=
{(X, ι) | X � ãèïåðáîëè÷åñêîå 1-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ι : π1(X)

'→ Γ

≈
ãäå èçîìîðôèçì ' â ÷èñëèòåëå ïîíèìàåòñÿ â êàòåãîðèè GRP, à èçîìîðôèçì ≈
â çíàìåíàòåëå îïðåäåëÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì.

Èç òåîðåìû ðàçäåëà 5.1.2 ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìåñòî âëîæåíèå

tΓ : TΓ ↪→
repΓ

PSL2(R)
,

ãäå PSL2(R) äåéñòâóåò íà ìîðôèçìàõ ñîïðÿæåíèÿìè.

Îáðàç tΓ(TΓ) ñîñòîèò èç êëàññîâ òàêèõ èíúåêòèâíûõ µ : Γ → PSL2(R), ÷òî
ãðóïïà µ(Γ) äèñêðåòíà è íå ñîäåðæèò ýëëèïòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ. Íåóäèâèòåëü-
íî, ÷òî òðóäíà ïðîâåðêà äèñêðåòíîñòè: ñòðàííî, ÷òî òàêàÿ åñòåñòâåííàÿ îáëàñòü
àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, êàê èçó÷åíèå àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé repΓ, íàõî-
äèòñÿ ïðàêòè÷åñêè íà íà÷àëüíîé ñòàäèè ðàçâèòèÿ, ñì., íàïðèìåð, [LubMag1985].

5.2.1. Ñíîâà ðàçìåðíîñòü Mg. Íàø êóðñ ïåðåñåêàåòñÿ ñ ýòîé òðóäíîé è
èíòåðåñíîé ìàòåìàòèêîé ëèøü ïî îäíîé ñåðèè ãðóïï. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ýâðè-
ñòè÷åñêèì ïîäòâåðæäåíèåì ôîðìóëû ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé. Îáî-
çíà÷èì

Πg := 〈a1, b1, . . . , ag, bg | a1b1a
−1
1 b−1

1 . . . agbga
−1
g b−1

g = 1〉
ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó òîïîëîãè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðîäà g. Òîãäà, î÷åâèä-
íî, ïðè g > 1

dimR repΠg
= 6g − 3

(îäíî ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå íà 2g ìàòðèö). Ôàêòîðèçàöèé ïî ñîïðÿæåíèþ äàñò

dimR TΠg
= 6g − 6,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

×òîáû ïðèäàòü ýòîìó âû÷èñëåíèþ ñòðîãîñòü, íàäî ðàçâèòü òåîðèþ äåôîðìàöèé

7Ê ñîæàëåíèþ, äîñëîâíûé ïåðåâîä ìíîãîîáðàçèå ïðåäñòàâëåíèé èìååò â ðóññêîÿçû÷íîé
ëèòåðàòóðå äðóãîå çíà÷åíèå, ñì. [Ïëîòêèí1977].

8Áóêâà T îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ìíîæåñòâî ìîæíî áûëî áû íàçâàòü ïðî-
ñòðàíñòâîì Òàéõìþëëåðà ãðóïïû. Âñêîðå áóäåò ââåäåíî îáû÷íîå îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà
Òàéõìþëëåðà.
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äèñêðåòíûõ ïîäãðóïï ãðóïï Ëè. Îíà áûëà ïîñòðîåíà À. Âåéëåì â [Weil1960],
ñì. ïîäðîáíîå èçëîæåíèå â [Ðàãóíàòàí1977].

5.2.2. Ïðèìåð: ïðàâèëüíûé ãèïåðáîëè÷åñêèé 8-óãîëüíèê. Îñòà¼òñÿ óáå-
äèòüñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî òðåáóåìûõ äèñêðåòíûõ ãðóïï íåïóñòî. Ïðèìåð äîñòàâ-
ëÿåò ïðàâèëüíûé ãèïåðáîëè÷åñêèé 8-óãîëüíèê, êîïèÿìè êîòîðîãî çàìîùàåòñÿ
ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî. Äëÿ ýòîãî îí äîëæåí ñîñòîÿòü èç 16 òðåóãîëüíè÷êîâ
ñ óãëàìè π

2 ,
π
4 ,

π
8 .

Äåòàëè ñì. â [Êàòîê2002].

5.2.3. Ïðîñòðàíñòâî äèôôåðåíöèàëîâ Áåëüòðàìè. Íàïîìíèì, êàê íà ðè-
ìàíîâîé ïîâåðõíîñòè X ïðè íàëè÷èè àòëàñà

X =
⋃
i∈I

Ui, zi : Ui ↪→ C

îïèñûâàþòñÿ ãîëîìîðôíûå è ãëàäêèå (ó ïîñëåäíèõ íåò àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ
àíàëîãîâ) ñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé. Íàïðèìåð, ãîëîìîðôíîå âåêòîðíîå
ïîëå çàïèñûâàþò â âèäå vi

∂
∂zi

, èìåÿ â âèäó, ÷òî íà âñåõ ïåðåñå÷åíèÿõ èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

vi
∂

∂zi
= vj

∂

∂zj
.

Ýòà ñèììåòðè÷íàÿ è ÿñíàÿ9 çàïèñü âñ¼-òàêè òðåáóåò ðàñøèôðîâêè � óâû, ðàç-
ðóøàþùåé ñèììåòðèþ: äëÿ âñåõ k ∈ I îïðåäåëåíû

fk ∈ O(Uk),

è äëÿ âñåõ i, j ∈ I âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà îáû÷íûõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé

vi
∣∣
Uij

= vj
∣∣
Uij

∂zi
∂zj

.

Àíàëîãè÷íûé ñìûñë èìåþò ðàâåíñòâà fidzi = fjdzj äëÿ àáåëåâûõ äèôôåðåí-
öèàëîâ, ηi(dzi)

2 = ηj(dzj)
2 äëÿ êâàäðàòè÷íûõ è ò. ï.

Ìû òàê ïîäðîáíî îá ýòîì ïèøåì, ïîòîìó ÷òî ïðî äèôôåðåíöèàëû Áåëüòðàìè

9åñëè íå ïîëüçîâàòüñÿ �òðàäèöèîííîé� vi(zi)
∂
∂zi
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÷àñòî ìîæíî ïðî÷èòàòü, ÷òî ýòî � òàêîãî æå ðîäà âûðàæåíèÿ ñ èíâàðèàíòíûìè

µi
∂zi
∂zi

,

à ýòî óæå íå òàê ÿñíî.

Â îáû÷íîì òåíçîðíîì êîíòåêñòå, îäíàêî, íè÷åãî íåïîñòèæèìîãî â ýòîé çàïè-
ñè íåò: ðàññìîòðèì äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ïîêðûòèÿ è äëÿ m,n ∈ Z èìåþùèå
óêàçàííûé âûøå ñìûñë âûðàæåíèÿ

{Ai(dzi)m(dzi)
n} =: Tm,nX

Âîçíèêàåò áèãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà

Tm
′,n′ × Tm

′′,n′′ → Tm
′+n′,m′′+n′′ ,

â êîòîðîé îñîáóþ äëÿ íàñ ðîëü èãðàåò êîìïîíåíòà Áåëüòðàìè

BEL(X) := T−1,1X

âìåñòå ñî ñïàðèâàíèåì
T−1,1 × T2,0 → T1,1,

çàäàþùèì äâîéñòâåííîñòü ìåæäó äèôôåðåíöèàëàìè Áåëüòðàìè è êâàäðàòè÷-
íûìè äèôôåðåíöèàëàìè:

BEL(X)×Q(X) −→ C : (µ, q) 7→
∫ ∫

X

µq.

***

Äèôôåðåíöèàëû Áåëüòðàìè íå ÿâëÿþòñÿ íàáîðàìè ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé, ïî-
ñêîëüêó ïðè ïåðåõîäå ñ êàðòû íà êàðòó �ñêðó÷èâàþòñÿ�. Îäíàêî èõ ìîäóëè
|µi| íå çàâèñÿò îò êàðò, è ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî äèôôåðåíöèàëîâ Áåëüòðàìè
BEL(X) � ýòî êîìïëåêñíîå Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî!

Èñêëþ÷èòåëüíî âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Òàéõìþëëåðà è ïðîñòðàíñòâ
ìîäóëåé èãðàåò åäèíè÷íûé øàð â ýòîì ïðîñòðàíñòâå:

BEL1(X) := {µ ∈ BEL(X) | ||µ||∞ < 1}.
Çàáåãàÿ âïåð¼ä: îïðåäåëåíî óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Diff+(X) â ýòîì
ïðîñòðàíñòâå, è

Mg(C) ' BEL1(X)

Diff+(X)

Äèôôåðåíöèàëû Áåëüòðàìè, êîòîðûå ìû äàëüøå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê
íàáîðû ãëàäêèõ ôóíêöèé {µi} íà êàðòàõ âûäåëåííîãî ïîêðûòèÿ, èìåþò äâå
ñòàíäàðòíûå òåíçîðíûå èíòåðïðåòàöèè:

(à) Íà òîé æå ïîâåðõíîñòè X ñòðîÿòñÿ ñòðóêòóðíûå ïó÷êè Oµ, îïðåäåëÿåìûå
äåôîðìèðîâàííûìè óðàâíåíèÿìè Êîøè-Ðèìàíà

∂

∂zi
− µi

∂

∂zi
= 0.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî òàê ïîëó÷àþòñÿ âñå êðèâûå äàííîãî ðîäà.
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(á) Áóäåì îáîçíà÷àòü êîíôîðìíûé êëàññ ìåòðèê òðàäèöèîííî: â êàæäîé êàðòå
íåäåôîðìèðîâàííàÿ ìåòðèêà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

(ds)2 = dzidzi,

à êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïîäðàçóìåâàåòñÿ. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ µ-
äåôîðìèðîâàííàÿ ìåòðèêà çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

(ds)2 = |dzi + µidzi|2.

Ýòà ñòðóêòóðà ìîæåò áûòü èçîáðàæåíà ñèñòåìîé êîíöåíòðè÷åñêèõ ýëëèïñîâ â
êàæäîé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè.

***

Äåéñòâèå ãðóïïû äèôôåîìîðôèçìîâ íà ýòèõ ñèñòåìàõ ýëëèïñîâ îïðåäåëÿåòñÿ
î÷åâèäíûì ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì, òî÷íûå ôîðìóëû ñì. â [ImaTan1992].

Èçâåñòíû ñëåäóþùèå ñòàíäàðòíûå ñïîñîáû ñòðîèòü äèôôåðåíöèàëû Áåëüòðà-
ìè.

(À) Åñëè

Ψ : X 99K Y

� ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçì, à wj : Vj ↪→ C � ãîëîìîðôíûé
àòëàñ, òî íàáîð

∂(Ψ∗wj)
∂zi

∂(Ψ∗wj)
∂zi

äà¼ò êîýôôèöèåíòû äèôôåðåíöèàëà Áåëüòðàìè, íå çàâèñÿùèå îò âûáîðà wi.
Ýòèì ñïîñîáîì ìîæíî ïîëó÷èòü âñå äèôôåðåíöèàëû Áåëüòðàìè íà äàííîé ïî-
âåðõíîñòè.

(Á) Öåíòðàëüíûé ñ òî÷êè çðåíèå òåîðèè Òàéõìþëëåðà ñïîñîá, íî ïðè g 6= 1
ñ êîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì îñîáåííîñòåé (íåîïðåäåë¼ííîñòåé).

Åñëè η ∈ Q(X)\{0} � íåíóëåâîé êâàäðàòè÷íûé äèôôåðåíöèàë, à âåùåñòâåííîå
÷èñëî k ∈ R óäîâëåòâîðÿåò 0 < k < 1, òî

µ = k
η

|η|
� äèôôåðåíöèàë Áåëüòðàìè, îïðåäåë¼ííûé âíå íóëåé äèôôåðåíöèàëà η. Òàêèå
äèôôåðåíöèàëû çàäàþò ýêñòðåìàëüíûå êâàçèêîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ, ñì.,
íàïðèìåð, [ImaTan1992].

(Â) Åñëè (â êëàññè÷åñêîé çàïèñè, î êîòîðîé ìû äîãîâàðèâàëèñü){
vi

∂

∂zi

}
� ãëîáàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå (ñ ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè), òî ñîâîêóïíîñòü{∂vi

∂zi

}
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ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð êîýôôèöèåíòîâ äèôôåðåíöèàëà Áåëüòðàìè, íàçû-
âàåìîãî èíôèíèòåçèìàëüíî òðèâèàëüíûì.

Ýòîò òåðìèí îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî èíôèíèòåçèìàëüíî òðèâèàëüíûå äèôôå-
ðåíöèàëû îðòîãîíàëüíû êâàäðàòè÷íûì â ñìûñëå óêàçàííîãî âûøå ñïàðèâàíèÿ:
î÷åâèäíî, âî ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ

η
∂vi
∂zi

= d(ηvi)

5.2.4. Äèôôåîìîðôèçìû ãëîáàëüíî è èíôèíèòåçèìàëüíî. Ïðîùå âñåãî
îïèñàòü äèôôåðåíöèàëû Áåëüòðàìè åù¼ îäíèì ñïîñîáîì. Îäèí èç êîíôîðìíûõ
èíâàðèàíòîâ ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè � ïî÷òè
êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà: ïîâîðîò

JP : TPX −→ TPX

íà 90◦ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè â êàæäîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Äèôôåî-
ìîðôèçì Ψ : X→ X äåéñòâóåò íà òàêèõ ñòðóêòóðàõ î÷åâèäíûì îáðàçîì:

(Ψ · J) · ∂ := (Ψ∗)
−1◦ ◦ J ◦Ψ∗

Ïðè ïåðåõîäå ê äèôôåðåíöèàëàì Áåëüòðàìè ýòî äàñò ïðåæíåå îïðåäåëåíèå,
è ìû ñíîâà îïðåäåëèëè Áàíàõîâî ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû äèôôåîìîðôèçìîâ
Diff+(X). Òåïåðü ìû âûäåëèì ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó åäèíèöû ýòîé ãðóïïû

Diff+
0 (X) / Diff+(X)

(äèôôåîìîðôèçìû, ãîìîòîïíûå òîæäåñòâåííîìó), è îïðåäåëèì äâà ñâÿçàííûõ
ìåæäó ñîáîé îáúåêòà:ïðîñòðàíñòâî Òàéõìþëëåðà

Tg(C) ' BEL1(X)

Diff+
0 (X)

è (ñíîâà) íàø ãëàâíûé îáúåêò: ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé

Mg(C) ' BEL1(X)

Diff+(X)

Èíôèíèòåçèìàëüíî äèôôåîìîðôèçìû äåéñòâóþò íà äèôôåðåíöèàëû Áåëü-
òðàìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè. Âîçíèêàåò êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ T ∂−→ BEL −→ BEL

T
−→ 0,

òî÷íàÿ êîãîìîëîãè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîòîðîé ñíîâà ïðèâîäèò ê èçî-
ìîðôèçìó Êîäàèðû-Ñïåíñåðà

TXTg ∼= H1(X,T)

Ýòîò æå èçîìîðôèçì äëÿ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé òðåáóåò îðáèîáðàçíûõ óòî÷íå-
íèé.
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5.2.5. Ìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà. Îäíà èç öåëåé íàøèõ ãëàâíûõ ðàññìîòðåíèé
� íîâàÿ, ÷èñòî êîìáèíàòîðíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâ ìîäó-
ëåé. Íà ïåðâûé ïëàí âûõîäèò ãðóïïà

Modg :=
Diff+(X)

Diff+
0 (X)

Ãëàâíàÿ ïàðà òåîðèè� Tg

Mg(C)
?

/Modg

Ñàìà ìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà � ãðóïïà ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ãîìåîìîðôèçìîâ
çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòåé � äàâíî è èíòåíñèâíî èçó÷àåòñÿ ñì., íàïðèìåð, ó÷åá-
íèê [FarbMargalit2012].

Ãðóïïà Modg äåéñòâóåò íà ñòÿãèâàåìîì ïðîñòðàíñòâå Òàéõìþëëåðà âèðòóàëü-
íî ñâîáîäíî (ïîäãðóïïà êîíå÷íîãî èíäåêñà äåéñòâóåò ñâîáîäíî). Ýòî, â ÷àñò-
íîñòè, ðàñïîëàãàåò ê ïðÿìîìó êîìáèíàòîðíîìó èçó÷åíèþ ïîäõîäÿùèõ ãëàäêèõ
ìíîãîîáðàçèé Ýéëåíáåðãà-Ìàêëåéíà

H•
(
Tg
Γ
,Z
)

ãäå (Modg : Γ) <∞.

Ðàíüøå ìû îáîçíà÷àëè òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ M̂g è óïîìèíàëè level structures.

Ïðè g = 1 èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

Mod1 ' PSL2(Z),

è level structures � ýòî êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìîäóëÿðíûõ êðèâûõ. Ðå÷ü èä¼ò î
ïðÿìûõ îáîáùåíèÿõ ýòîé òåîðèè.
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