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ËÅÊÖÈß 1

Àííîòàöèÿ. �îìîëîãèè ãðà�îâ.

Íàïîìíèì, ÷òî ãðà� � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åííîå èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà îòðåçêîâ ïóòåì

êàêîãî-íèáóäü îòîæäåñòâëåíèÿ èõ êîíöîâ. Îòðåçêè íàçûâàþòñÿ ðåáðàìè, êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè êîíöîâ �

âåðøèíàìè. �ðà� íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè îí èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ðåáåð (è, ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèí).

Ïóñòü Γ � ãðà�, à R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé; ñâÿæåì ñ íèìè äâà ñâîáîäíûõ

R-ìîäóëÿ V0(Γ, R) è V1(Γ, R), ïîðîæäåííûõ ìíîæåñòâàìè âåðøèí è ðåáåð Γ ñîîòâåòñòâåííî. Âûáåðåì ïàðà-

ìåòðèçàöèþ ðåáåð: äëÿ êàæäîãî ðåáðà e ⊂ Γ çà�èêñèðóåì ãîìåîìîð�èçì ϕe : [0, 1] → e, ïåðåâîäÿùèé 0 è

1 â êîíöû ðåáðà (âïðî÷åì, ïî-äðóãîìó è íå áûâàåò � äîêàæèòå!). Òåïåðü îïðåäåëèì ãîìîìîð�èçì ìîäóëåé

∂ϕ : V1(Γ) → V0(Γ) ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè e ∈ V1(Γ) � ðåáðî (ò.å. îáðàçóþùàÿ ìîäóëÿ), òî ∂ϕe = ϕe(1)−
ϕe(0) ∈ V0(Γ) (íàïîìíèì, ÷òî R ñîäåðæèò ýëåìåíòû 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, −1, òàê ÷òî çàïèñü èìååò ñìûñë).

Äëÿ ãîìîìîð�èçìà ∂ϕ îïðåäåëåí åãî îáðàç Im ∂ϕ = {∂ϕx ∈ V0(Γ, R) | x ∈ V1(Γ, R)} è ÿäðî Ker ∂ϕ = {x ∈
V1(Γ, R) | ∂x = 0}; îíè ÿâëÿþòñÿ ïîäìîäóëÿìè â V0 è V1 ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìîäóëü H1(Γ, R) = Ker ∂ϕ íàçûâàåòñÿ ïåðâûìè ãîìîëîãèÿìè ãðà�à Γ ñ êîý��èöèåíòàìè

â êîëüöå R.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôàêòîð-ìîäóëü H0(Γ, R) = V0(Γ, R)/ Im∂ϕ íàçûâàåòñÿ íóëåâûìè ãîìîëîãèÿìè ãðà�à Γ ñ

êîý��èöèåíòàìè â êîëüöå R.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü Γ � ãðà� ñ äâóìÿ âåðøèíàìè a è b è äâóìÿ ðåáðàìè: e1 ñîåäèíÿåò a è b, à e2 � ïåòëÿ ñ

íà÷àëîì è êîíöîì â b. Ïóñòü ïàðàìåòðèçàöèÿ ϕ òàêîâà, ÷òî ϕe1(0) = a, ϕe1(1) = b; îò ïàðàìåòðèçàöèè e2
âû÷èñëåíèÿ íå çàâèñÿò. Òîãäà ∂ϕe2 = 0, è ∂e1 = b− a, òàê ÷òî ∂(xe1 + ye2) = xb − xa.

Î÷åâèäíî, óñëîâèå xe1+ye2 ∈ Ker ∂ϕ ýêâèâàëåíòíî x = 0; òîãäàH1(Γ, R)� ñâîáîäíûé ìîäóëü, ïîðîæäåííûé

e2 è èçîìîð�íûé R. Îáðàç Im ∂ϕ ⊂ V0(Γ, R) ïîðîæäåí b− a; êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, H0(Γ, R) = V0(Γ, R)/ Im ∂ϕ
èçîìîð�íî R. Â êà÷åñòâå îáðàçóþùåé ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, ýëåìåíò a.

Òåîðåìà 1. �îìîëîãèè H0 è H1 íå çàâèñÿò îò âûáîðà ïàðàìåòðèçàöèé ϕ ðåáåð ãðà�à.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e � ïðîèçâîëüíîå ðåáðî ãðà�à. Î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè çàìåíèòü

ïàðàìåòðèçàöèþ ϕ ðåáðà e ïàðàìåòðèçàöèåé ψ, äëÿ êîòîðîé ψ(0) = ϕ(1) è ψ(1) = ϕ(0), à ïàðàìåòðèçàöèè

îñòàëüíûõ ðåáåð îñòàâèòü ïðåæíèìè, òî ãîìîëîãèè íå èçìåíÿòñÿ.

Îïðåäåëèì ãîìîìîð�èçì A : V1(Γ, R) → V1(Γ, R) ðàâåíñòâàìè Ae = −e è Ae′ = e′ äëÿ âñåõ ðåáåð e′ 6= e.
Òîãäà äèàãðàììà

V1(Γ, R)
∂ϕ
−→ V0(Γ, R)

A ↓ id ↓

V1(Γ, R)
∂ψ
−→ V0(Γ, R)

êîììóòàòèâíà. Îòñþäà âûòåêàåò (äîêàæèòå!), ÷òî A(Ker ∂ϕ) ⊂ Ker ∂ψ, à ïîñêîëüêó îïåðàòîð A ñàì ñåáå

îáðàòåí, òî è íàîáîðîò � ñëåäîâàòåëüíî, A ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì ìîäóëåé Ker∂ϕ = Ker ∂ψ = H1(Γ, R). Èç
êîììóòàòèâíîñòè òàêæå âûòåêàåò, ÷òî Im ∂ϕ = Im ∂ψ, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî H0 íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè.

�

Ìû áóäåì ïðè âû÷èñëåíèè ãîìîëîãèé îïóñêàòü èíäåêñ ϕ ó îïåðàòîðà ∂.

Òåîðåìà 2. H0(Γ, R) � ñâîáîäíûé R-ìîäóëü, ïîðîæäåííûé êîìïîíåíòàìè ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ãðà�à Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x =
∑

i=1
xivi ∈ V1(Γ, R), ãäå x1, . . . , xN ∈ R, à v1, . . . , vN � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå

âåðøèíû ãðà�à Γ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Γj ⊂ Γ îáîçíà÷èì sj(x)
def

=
∑

vi∈Γj
xi. Èç

îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ∂ ñëåäóåò, ÷òî åñëè x ∈ Im ∂, òî sj(x) = 0 äëÿ ëþáîãî j. Äîêàæåì îáðàòíîå:

ïóñòü sj(x) = 0 äëÿ âñåõ j, è ïóñòü vi1 , . . . , vim � âñå âåðøèíû ãðà�à Γ, ëåæàùèå â êîìïîíåíòå Γj . Äëÿ
êàæäîãî k = 1, . . . ,m−1 ñóùåñòâóåò ïóòü e1,k, . . . , emk,k, ñîåäèíÿþùèé ýòè âåðøèíû, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðåáåð, â êîòîðîé íà÷àëüíàÿ âåðøèíà ðåáðà íîìåð i ñîâïàäàåò ïðè âñÿêîì i ≥ 2 ñ êîíå÷íîé âåðøèíîé

ðåáðà íîìåð i − 1; íà÷àëüíàÿ âåðøèíà ïåðâîãî ðåáðà � vik , à êîíå÷íàÿ âåðøèíà ïîñëåäíåãî ðåáðà � vim .

Òîãäà x′
def

= x + xik∂(e1,k + · · · + emk,k) ïðèíàäëåæèò òîìó æå êëàññó ñìåæíîñòè, ÷òî è x, ïðè ýòîì íå

ñîäåðæèò ñëàãàåìîãî ñ vik , è êîý��èöèåíòû ïðè âñåõ ñëàãàåìûõ, êðîìå vim , òàêèå æå, êàê â x. Êðîìå òîãî,
sj(x

′) = sj(x) = 0 äëÿ âñÿêîãî j.
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Ïðèìåíÿÿ ýòó ïðîöåäóðó êî âñåì k = 1, . . . ,m − 1, ïîëó÷èì ýëåìåíò y, ïðèíàäëåæàùèé òîìó æå êëàññó

ñìåæíîñòè, ÷òî è x, è èìåþùèé åäèíñòâåííîå ñëàãàåìîå x∗ = zv, ãäå âåðøèíà v = vim ïðèíàäëåæèò

êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè Γj . Íî òîãäà sj(x∗) = z = 0, òàê ÷òî âåðøèíû êîìïîíåíòû Γj â x∗ íå âõîäÿò. Ïîâòîðÿÿ
ýòî äëÿ âñåõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðà�à Γ (âåðøèíû êîòîðûõ èìåþòñÿ â ýëåìåíòå x), ïîëó÷èì, ÷òî â êëàññå
ñìåæíîñòè x åñòü 0, òî åñòü x = ∂y äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ V1(Γ, R).

Îòîáðàæåíèå x 7→ (sj(x) | Γj� êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Γ) � ýïèìîð�èçì (ïî÷åìó?) V0(Γ, R) â ïðÿìóþ

ñóììó R, ñëàãàåìûå êîòîðîé ïðîíóìåðîâàíû êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè Γ. Êàê òîëüêî ÷òî áûëî äîêàçàíî,

ÿäðî ýòîãî ãîìîìîð�èçìà ñîâïàäàåò ñ Im ∂, îòêóäà è âûòåêàåò, ÷òî îáðàç èçîìîð�åí H0(Γ, R). �

Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ãðà�îâ f : Γ1 → Γ2 íàçîâåì êëåòî÷íûì (ïðîèñõîæäåíèå íàçâàíèÿ ìû îáúÿñíèì

ïîçäíåå), åñëè îíî ïåðåâîäèò âåðøèíû Γ1 â âåðøèíû Γ2.

Ëåììà 1. Âñÿêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ãðà�îâ f : Γ1 → Γ2 ãîìîòîïíî êëåòî÷íîìó.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (ïîäðîáíîñòè êîòîðîãî ìû îñòàâèì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ) íóæíî äëÿ ïðîèçâîëüíîé

âåðøèíû v ãðà�à Γ1 ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå g : Γ1 → Γ2, ãîìîòîïíîå f è òàêîå, ÷òî g(v) � âåðøèíà ãðà�à

Γ2 è g(w) = f(w) äëÿ âñåõ âåðøèí w 6= v ãðà�à Γ1.

Åñëè îòîáðàæåíèå f � êëåòî÷íîå, òî ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ f♯,0(a)
def

= f(a) ∈ V0(Γ2, R) (îáðàçóþùàÿ)
äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû (îáðàçóþùåé) a ∈ V0(Γ1, R); òåì ñàìûì îïðåäåëåí ãîìîìîð�èçì f♯,0 : V0(Γ1, R) →
V0(Γ2, R).

Ïóñòü òåïåðü e � ðåáðî Γ1 (ò.å. îáðàçóþùàÿ V1(Γ1, R)), à h � ðåáðî Γ2. Îïðåäåëèì ÷èñëî cf (e, h) ∈ Z

ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü ph : Γ2 → Γ2/(Γ2 \h) � êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. Î÷åâèäíî (ïî÷åìó?), ÷òî �àêòîð

â ïðàâîé ÷àñòè ãîìåîìîð�åí îêðóæíîñòè S1
, ïðè÷åì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ãîìåîìîð�èçìå äîïîëíåíèå

ê ðåáðó h ïåðåõîäèò â îòìå÷åííóþ òî÷êó a ∈ S1
. Òîãäà êîìïîçèöèÿ gf

def

= ph ◦ f ◦ ϕe (ãäå ϕe : [0, 1] → Γ1

� ïàðàìåòðèçàöèÿ ðåáðà e) � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå [0, 1] → S1
, ïåðåâîäÿùåå êîíöû îòðåçêà [0, 1] â

îòìå÷åííóþ òî÷êó. Òîãäà cf (e, h) ∈ Z = π1(S
1, a) � ýëåìåíò, ïðåäñòàâëÿåìûé îòîáðàæåíèåì gf .

Ïîëîæèì òåïåðü ïî îïðåäåäåíèþ f♯,1(e) =
∑

h cf (e, h)·1 ·h, ãäå 1 ∈ R � åäèíèöà êîëüöà, à ñóììà áåðåòñÿ ïî

âñåì ðåáðàì ãðà�à Γ2 (åñëè ãðà� Γ2 áåñêîíå÷íûé, òî òîëüêî ïî ðåáðàì, öåëèêîì ëåæàùèì â îáðàçå f(e) ⊂ Γ2

� ïî ñîîáðàæåíèÿì êîìïàêòíîñòè òàêèõ êîíå÷íîå ÷èñëî, à äëÿ îñòàëüíûõ, êàê íåòðóäíî âèäåòü, âñå ðàâíî

cf (e, h) = 0).

Òåîðåìà 3. 1. Äèàãðàììà

V1(Γ1, R)
∂Γ1−→ V0(Γ1, R)

f♯,1 ↓ f♯,0 ↓

V1(Γ2, R)
∂Γ2−→ V0(Γ2, R)

êîììóòàòèâíà.

2. Åñëè g : Γ2 → Γ3 � êëåòî÷íîå îòîáðàæåíèå, òî

(1) (g ◦ f)♯,i = g♯,i ◦ f♯,i i = 0, 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 1 ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî ãðà�û Γ1 è Γ2 ëîêàëüíî

êîíå÷íû (èçáàâèòüñÿ îò ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ � õîðîøåå óïðàæíåíèå). Ïóñòü v � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà

Γ2, è h1, . . . , hN � âûõîäÿùèå èç íåå ðåáðà; âûáåðåì ïàðàìåòðèçàöèþ ϕ òàêîé, ÷òîáû v = ϕhi(0) äëÿ âñåõ

i = 1, . . . , N . Ïóñòü f : [0, 1] → Γ2 � êëåòî÷íîå îòîáðàæåíèå; òîãäà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ,

÷òî

(2)

N
∑

i=1

cf ([0, 1], hi) =



















0, f(0) 6= v 6= f(1),

0, f(0) = v = f(1),

1, f(0) = v 6= f(1)

−1, f(0) 6= v = f(1).

Ïóñòü Γ � ãðà� Γ2, â êîòîðîì ñòÿíóòû â òî÷êó w âñå òî÷êè, êðîìå îáúåäèíåíèÿ ðåáåð h1, . . . , hN . Êàê
íåòðóäíî âèäåòü, Γ � ãðà� ñ äâóìÿ âåðøèíàìè v è w, êîòîðûå ñîåäèíÿþòñÿ ðåáðàìè h1, . . . , hN . Ïóñòü q :
Γ2 → Γ � îòîáðàæåíèå �àêòîðèçàöèè, à pi : Γ → ∆i � îòîáðàæåíèå �àêòîðèçàöèè, ãäå ∆i

∼= S1
� ðåçóëüòàò

ñòÿãèâàíèÿ â Γ âñåõ ðåáåð, êðîìå hi. Òîãäà cf ([0, 1], hi) = deg(pi◦q◦f), ãäå pi◦q◦f : [0, 1] → S1
� îòîáðàæåíèå,

ïåðåâîäÿùåå 0 è 1 â îòìå÷åííóþ òî÷êó îêðóæíîñòè (îáðàç v è w ïðè îòîáðàæåíèè �àêòîðèçàöèè). Òåì ñàìûì

çíà÷åíèå ñóììû â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2) çàâèñèò òîëüêî îò q ◦ f , è ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ñ÷èòàòü, ÷òî Γ2 = Γ.
Ïóñòü f(0) 6= v 6= f(1); òîãäà â ñèëó êëåòî÷íîñòè f(0) = w = f(1). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå,

ñîïîñòàâëÿþùåå îòîáðàæåíèþ f : [0, 1] → Γ ñóììó

∑N
i=1

cf ([0, 1], hi) � ãîìîìîð�èçì ãðóïï ξ : π1(Γ, w) → Z.

Äëÿ âñÿêîãî i = 1, . . . , N − 1 ðåáðà hi è hN ãðà�à Γ îáðàçóþò îêðóæíîñòü. Îáîçíà÷èì αi îáðàçóþùóþ åå

�óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû; íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî π1(Γ, w) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ îáðàçóþùèìè α1, . . . , αN−1.

Äëÿ αi èìååì cαi([0, 1], hi) = 1, cαi([0, 1], hN) = −1 è cαi([0, 1], hj) = 0 äëÿ ïðî÷èõ j, òàê ÷òî ξ(αi) = 0.



Ïîñêîëüêó α1, . . . , αN−1 � îáðàçóþùèå �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû, ãîìîìîð�èçì ξ íóëåâîé, ÷òî è äîêàçûâàåò
ïåðâîå ðàâåíñòâî â (2). Äîêàçàòåëüñòâî îñòàëüíûõ òðåõ ðàâåíñòâ � íåñëîæíîå óïðàæíåíèå (îíè ñâîäÿòñÿ ê

ïåðâîìó).

Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî ïðè i = 0; ïðè i = 1 îíî âûòåêàåò (êàê?) èç òàêîãî óòâåðæäåíèÿ:

åñëè β, γ : S1 → S1
� íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ, òî deg(β ◦ γ) = deg β · deg γ. �

Èç òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî êëåòî÷íîãî îòîáðàæåíèÿ f : Γ1 → Γ2 îïðåäåëåíû ãîìîìîð�èçìû

ãîìîëîãèé f∗,i : Hi(Γ1, R) → Hi(Γ2, R), i = 0, 1, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì (1). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ∈ Ker ∂1 =
H1(Γ1, R), òî ∂2(f♯,1(x)) = f♯,0(∂1x) = f♯,0(0) = 0 � òàêèì îáðàçîì, f♯,1 îòîáðàæàåò Ker ∂1 = H1(Γ1, R) â
Ker ∂2 = H1(Γ2, R). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè y ∈ H0(Γ1, R) = V0(Γ1, R)/ Im∂1 � êëàññ ñìåæíîñòè, ñîäåðæàùèé

ýëåìåíò Y ∈ V0(Γ1, R), òî ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ: f∗,0(y) ∈ H0(Γ2, R)� êëàññ, ñîäåðæàùèé ýëåìåíò f♯,0(Y ).
Åñëè Y çàìåíèòü äðóãèì ïðåäñòàâèòåëåì òîãî æå êëàññà, Y ′ = Y + v, ãäå v ∈ Im ∂1, òî åñòü Y

′ = Y + ∂1w äëÿ

íåêîòîðîãî w ∈ V1(Γ1, R), òî f♯,0(Y
′) = f♯,0(Y ) + ∂2f♯,1(w) ïðèíàäëåæèò òîìó æå êëàññó ñìåæíîñòè (òî åñòü

ýëåìåíòó H0(Γ2, R), ÷òî è f♯,0(Y ) � òåì ñàìûì îòîáðàæåíèå ãîìîëîãèé f∗,0 îïðåäåëåíî êîððåêòíî. Òåïåðü

íóæíî äîêàçàòü, ÷òî f∗,i : Hi(Γ2, R) → Hi(Γ2, R) � ãîìîìîð�èçìû R-ìîäóëåé è óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó (1);
îñòàâèì ýòî â êà÷åñòâå íåñëîæíîãî óïðàæíåíèÿ.

Ïóñòü òåïåðü ft : Γ1 → Γ2, 0 ≤ t ≤ 1, � ãîìîòîïèÿ, ïðè÷åì îòîáðàæåíèÿ f0 è f1 � êëåòî÷íûå. Äëÿ

ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû v ãðà�à Γ1 ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþKv(t) = ft(v); òîãäàKv : [0, 1] → Γ2 � êëåòî÷íîå

îòîáðàæåíèå (ãäå [0, 1] � ãðà� ñ äâóìÿ âåðøèíàìè è ñîåäèíÿþùèì èõ ðåáðîì).

Ëåììà 2. (f1)♯,0(v)− (f0)♯,0(v) = ∂2(Kv)♯,1([0, 1]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 1 òåîðåìû 3, ∂2(Kv)♯,1([0, 1]) = (Kv)♯,0(∂[0, 1]) = (Kv)♯,0(1)−(Kv)♯,0(0) =
f1(v)− f0(v) = (f1)♯,0(v)− (f0)♯,0(v). �

Òåîðåìà 4. �îìîìîð�èçìû (f0)∗,i : Hi(Γ1, R) → Hi(Γ2, R) è (f1)∗,i : Hi(Γ1, R) → Hi(Γ2, R) (i = 0, 1)
ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè i = 0 óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç ëåììû 2: ýëåìåíòû (f1)♯,0(v) ∈ V0(Γ2, R) è
(f0)♯,0(v) ∈ V0(Γ2, R) îòëè÷àþòñÿ íà ýëåìåíò îáðàçà îïåðàòîðà ∂2.

Ïðè i = 1 èç ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòåé âûòåêàåò, ÷òî cf1(e, h) =
cf0(e, h) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðåáåð e ãðà�à Γ1 è h ãðà�à Γ2. Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî (f0)♯,1(e) = (f1)♯,1(e) äëÿ
âñÿêîãî ðåáðà e è, ñëåäîâàòåëüíî, (f0)∗,1 = (f1)∗,1 íà H1(Γ1, R) ⊂ V1(Γ1, R). �

Òåîðåìà 5. �îìîëîãèè ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ãðà�îâ èçîìîð�íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : Γ1 → Γ2 è g : Γ2 → Γ1 � ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, òî åñòü íåïðåðûâíûå

îòîáðàæåíèÿ òàêèå, ÷òî g ◦ f ∼ idΓ1
è f ◦ g ∼ idΓ2

ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî ëåììå 1, ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè ñ÷èòàòü îòîáðàæåíèÿ f è g êëåòî÷íûìè. Òîãäà ãîìîìîð�èçìû f∗ è g∗ â ãîìîëîãèÿõ (âòîðîé èíäåêñ
i = 0, 1 ïðîèçâîëüíûé, òàê ÷òî îïóñêàåì åãî) îáëàäàþò ñâîéñòâîì g∗ ◦ f∗ = (g ◦ f)∗ (ïî ñâîéñòâó 2 òåîðåìû

3) = (idΓ1
)∗ = id è, àíàëîãè÷íî, f∗ ◦ g∗ = id. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f∗ è g∗ � âçàèìíî îáðàòíûå èçîìîð�èçìû

ãîìîëîãèé. �

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè Γ � êîíå÷íûé ãðà� ñ n âåðøèíàìè, m ðåáðàìè è ℓ êîìïîíåíòàìè ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè,
òî H1(Γ, R) èçîìîð�íî R

ℓ−n+m
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Γ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí ãðà�ó∆� íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ ℓ áóêåòîâ îêðóæíîñòåé,
îáùåå êîëè÷åñòâî îêðóæíîñòåé â êîòîðûõ ðàâíî ℓ − n + m (ýòî îäíà èç çàäà÷ ëèñòêîâ êóðñà �Òîïîëîãèÿ-

1�). Îïåðàòîð ∂∆ : V1(∆, R) → V0(∆, R) � íóëåâîé (ïîñêîëüêó âñå ðåáðà ∆ � ïåòëè), ïîýòîìó H1(∆, R) =
V1(∆, R) = Rℓ−n+m. �

Ñëåäñòâèå 2 (ñëåäñòâèÿ 1). Ó ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ãðà�îâ ðàçíîñòè êîëè÷åñòâ ðåáåð è âåðøèí

ñîâïàäàþò.


